Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ACV1274 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/ 1 9/ 88 R/ DT 07/ 19/ 88 CC STATmmE/Ll 
010: : I a e 11001810 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B36985 
035/2: : i a (CaOTULAS)160646768 
040: : | a Library, U. S. Bur. of Education | c MiU | d MiU 
050/1:0: |aQA464 |b.S67 
100:1 : I a Schotten, Heinrich, | d 1856- 

245:00: | a Inhalt und methode des planimetrischen Unterrichts. | b Eine 
Vergleichende Planimetrie, | c von dr. Heinrich Schotten. 
260: : |a Leipzig, | b B. G. Teubner, |cl890. 



300/1: 
504/1: 
650/1 
650/2: 



aiv,370p. |c 23 cm. 
: I a Contains references. 
0: I a Geometry, Plane 
0: 1 a Geometry | x Study and teaching 
IcWFA |s9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: _ 



y Google 



10B& 



milALT UND METHOD 



PLANIMETRI8CHEN TJNTEMICHT8. 



EINE VEKHLEIfllTENDE PLANTMETEIE 



db. heineich schotten. 



LEIPZIG, 

DRUCK USD VERLAG VON V,. ü. TEUBNEB. 
1890. 



y Google 



y Google 



INHALT UND METHODE 
PLAmMETRI8CHEI( UNTEEBICHT8, 

EIKE VEKGLEICHENDE PLAXIMETRIE 
Dh. HEINRICH SCHOTTEN. 



m 



LEIPZIG, 

DKUCK USD VEÜLAG VON B. G. TEUUKEli. 
1890. 



yGoosle 



Vorlag Tou B. 0. Teiiljiier in Leipzig, 

Börner, Dr. H., Obetlehrei- an der Realschule I. 0. eu Raliroi-t, Lehr- 
buch Kttv Binfülirung in die Geometrie für höhere Schulen. 
Mit in den Text gedruckten Hohsohnitten. [STIII u. 93 S.j gr. 8. 
1879. geh. ^ 1.60. 

Broeknaann, F. J.j vorm. Oberlehrer der Mathematik und Physik ai!\ 
Köaigl. GjmnaBiiim au Cieve, Lehrbuch der ebenen und sphä- 
rischen Trigonometrie. Für Gymnanien nnd Realschulen 
bearbeitet. [Mit 46 Holzschnitten im Text.] 3. Auflage. [VIII u. 
150 S.] gr. 8. 18S0. geh. M. 1.60. 

Lehrbuch der elementaren Geometrie für Gymnasien 

und Realschulen bearbeitet. 2 Teile, gr. 8. geh. JL 3.60. 

Elmela: 
L Teil. Die Planimetrie. Mit 189 rignren iu Holaacbaitt. 3. Tertesserto 

Aufl. [IXu, aolS.] 1887. M.i.— 
II. — Die Stereometrie. Mit S« Fignran in HolzschBJtt, [IV u. 

- Materialien k'ü Dreiecks-Konstruktionea nebst An- 



wendung auf fast 400 Aufgaben. [VI u. 88 S,] 
geh. JL 1.20. 

. planimetriache Koustrnktionsaufgaben. Eine Vor- 
schule zu des Verfassers Materialien. Enthaltend 501 Aufgaben 
nebst deren Lösungen. [VI u. lOS S.] gr. 8. 1889. geh. M. 1.50. 

— — %tx\\kfb, einer SKet^obiE ä"i^ SBfung plantmetrifc^er 

Soiiftrutiion§aufgaBeii. SRit 30^ ii eichen SBeii Vielen. [VI«. 111 S.] 
gv. a. 1889. ae^. M. 1.50. 

Q[auraDt, Dr. g., OBerktircr am ©^mnafiuiii in ffietgacb, Seljrbucö ber 
ef'entii. Trigonometrie in ftufennidg'a^c Stnorbuitng für beu ©d)uU 
gSöißufl), nebft einer [icfi eng an baäfelSe onfc^lieBenben Sammlung 
uon Äbimgäfliifßflben. [VIII u. n6 S.] gr. 3. 1839. gel). .« 2.~ 

Dronke, Dr. A., Direktor der Eealachnle I. 0. zu Trier, die Kegel- 



Erler, Dr., Professor nnd I. Oberlehrer am Kgl. Pädagogium bei Züllichan, 
die Elemente der Kegelschnitte in synthetischer Be- 
handlung. Zum Gebrauche in. der Gymnasialprima. Mit einer litho- 
graphierten Figurentaf eh 3.vei-b.Aufl. [45 S.] gr.8. 1887. kart. .JK 1.20. 

Frischauf, Dr. J., Professor an der Universität zu Graz, Elemente 
der Geometrie. 2. Auflage. [VIH n. 164 S. mit eingedr. Holz- 
schnitten.] gr. 8. 1877, geh. ^ 3.— 

Heinze, Dr. Karl, weilajid Professorin Köthen, genetische Stereo- 
metrie. Bearbeitet von Peank Lücke, Gymnasiallehrer in Zerbst. 
Mit lithographiei-ten Tafeln. [XlIu.l94S.] gr.8. 1886. geh. M. 6.— 

Heiirici, Julius, Gymnasial-Professor in Heidelberg, u. P. Treutlein, 
Professor am Gymnasium zu Karlsruhe, Lehrbuch der Ele- 
mentar-Geometrie. 3 Teile, gr. 3. geh. JL 7.60. 

I. Teil. ßleicUieit fler ploniniHlrisiÜieB Grüften. EoagniHnta Abbüdung in 
der Ebene. Fensum der Tertia. Mit ISS Eigoieti iu Koliachuitt. 

II. — PerBpektiTieabä Abbüdung imd üerecbnung dei^ plajiiia&tFiHCben 

Grafseu. Pensum (tti Sekasdtu (Kebst ^eiterso Auafflbmiigea fQr 

Fritns,) Mit IS» Figuren in HDlzaebnitt und einem (l]t2iogt.) 

Kärtchen. [Vm D. 313 S.l ISSä. M. 3.80. 

lU. — Lage und GröOie der etereometrlschen Gebilde. AbbUdimgen der 
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Venu man die reiclie Literatur über Planimetrie aui- 
verfolgt, so scheint es gar oft an ausreichenden 
Gründen für eine neue Erscheinung auf diesem Gebiete zu 
mangeln. Was die Verfasser veranlafst hat, über all die 
früheren Lehrbücher hinwegzugehen und ein neues au deren 
Stelle setzen zu wollen, ist sicherlieh wohl immer der Ge- 
danke gewesen, Besseres zu bieten als das Vorhandene — ob- 
wohl bei einer grofsen Anzahl von Lehrbüchern dieser Ge- 
danke sich nur deshalb dem Verfasser hat aufdrängen können, 
weil er offenbar mit seinen Vorgängern nicht hinreichend ver- 
traut gewesen ist. Oft finden wir auch wirklich Gutes, aber 
im Ganzen doch nur ao vereinzelt, dafs eine Berechtigung für 
ein ganz neues Buch nicht völlig vorhanden zu sein scheint.'} 
Dieser Mangel resultiert meiner Meinung nach daraus, dafs 
die Verfasser stets nur das fertige Produkt ihrer Arbeit dar- 
bieten, während eine Einsicht in die Entstehung des Textes 
und der Methode, eine kritische Besprechung und Übersicht 
der verschiedenen entgegenstehenden Meinungen und eine Be- 
gründung der eigenen Ansicht viel nützlicher gewesen wäre, 
wahrscheinlich aber auch sehr oft dahin geführt haben würde, 
das vorhandene Gute anzuerkennen und bestehen zu lassen. 

Aus diesem Gedanken heraus ist das vorliegende Buch 
entstanden. 

Es soll dazu dienen, rasch und sieh er Über die ein- 
schlägige Literatur sich orientieren und selbst nach den aus- 
führlich gegebenen Zitaten aus den verschiedenartigsten Werken 
über einen bestimmten Gegenstand ein Urteil sich bilden zu 
können. Der Verfasser setzt dadurch den Leser in den Stand, 

') Derartige Verbesse riitigsTOrschläge für einiielne Teile des Unfcer- 
riclitBBtoffes werden wohl am passendsten in Programraabhandlungen 
niedergelegt werden oder in HofFmanns Zeitschrift, die ja gerade anf 
diesem Gebiete auch schon unendlich viel Gutes gewirkt hat. 
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den vorgotriigeaen Test selbst an der Hand des angeführten 
und kritisch belenehteten Materials prüfen und für oder gegen 
denselben sich entscheiden zu können. Der Verfasser ist be- 
müht gewesen, das vorhandene Material möglichst vollständig 
herbeizuschaffen; dafs jedoch noch Lücken genug sich finden, 
kann nicht geleugnet werden, ist aber kauni zu vermeiden, 
besonders wenn man bedenkt, wie schwierig besonders die 
Programm abh an diun gen früherer Jahrzehnte zu beschaffen 
sind. Ein sorgfältiges Namen- und Sachregister vfird die 
Brauchbarkeit dieses Handbuches erhöhen und es zu einem 
Nachschlage buch für alle Fragen auf dem Gebiete des plani- 
metrischen Unterrichts machen. 

Als Einleitung schickt Verfasser eine Studie über die 
Heformbestrebuogen auf dem Gebiete des planimetrischen 
Unterrichts voraus, die ebenfalls in zahlreichen Zitaten das 
Material bietet, das für die angeregten Fragen in Betracht 
kommt; die am Schlüsse dieser Einleitung aufgestellten Thesen 
kennzeichnen den Standpunkt des Verfassers gegenüber diesen 
ßeformbestrebungeu. Vielleicht giebt diese Studie Veran- 
lassung zn einer Arbeit über die Geschichte des planfcnetrischen 
Unterrichts in unserem Jahrhundert incl. dem letzten Drittel 
des vorigen. Jedenfalls würde die Darstellung der historischen 
Entwicklung nicht ohne Interesse sein und mehr als dies 
bisher möglich ist, den Zusammenhang zwischen den Fort- 
sehritten der Wissenschaften und denjenigen des Unterrichts 
erkennen lassen; ein Zusammenhang, der allerdings nicht 
üljerall zu Tage tritt, sondern nur in mittelbaren und deshalb 
auch nur schwer zu erkennenden Wirkungen sich äufsert. 

Der vorliegende erste Band wird die Grundbegriffe be- 
handeln und also vorwiegend auf dem mathematisch -philoso- 
phischen Grenzgebiete sich bewegen. Es leuchtet ein, dafa 
hier gerade bei der Feststellung der Grundbegriffe ganz be- 
sonders sorgfältig vorgegangen werden mufste und dafs das 
Zitaten-Material hier ein besonders reichhaltiges sein mufste. 
Übrigens wird die Diskussion der Grundbegriffe in diesem 
Bande noch nicht zu Ende gebracht werden. Eine Reihe von 
Fragen, die sich direkt an die vorliegenden Betrachtungen 
anschliessen, wird erst im folgenden Bande erörtert werden, 
der voraussichtlich bis zur Behandlung des Dreiecks sich er- 
strecken wird. 
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über die Itel'ormlicsli'ebinigen 
auf dem Oeblete des planimetrisclien Unterrlclits. 



Der Gegenstand, der hier behandelt werden soll, hat zwar 
teils in besonderen Werken, teils in den Fachzeitschriften und 
zahlreichen Programmen schon eine grofse Reihe von Bearbei- 
tungen gefunden, es erscheint mir aber nicht unwesentlich, 
ehe ich an den speziellen Teil herangehe, meinen Standpunkt im 
allgemeinen — besonders gegenüber denReformbesirebnngen — 
klarzulegen. 

Seit die Mathematik durch die Revision der Lchrpläne 
der höheren Lehranstalten eine gesicherte Stellung auch auf 
dem Gymnasium gewonnen, ^"'^) waren die früheren Klagenac 
über ihre Zurücksetzung im grofsen und ganzen verstummt,') 
erst in neuerer Zeit tauchten die vergessen geglaubten wieder 
auf. Im allgemeinen kann als feststehend angenommen werden, 
dafs es sich dabei nur zum kleinsten Teile um den Umfang is» 
des mathematischen Lehrstoffes handelt,^'") im wesentlichen js 

') Vgl. auch H. '/,. \== IIüffimaanB Züitschr, fliv matliem, n. nrvtnrw, 
UnteiT.] T p. 248 f. 

') Vgl. auch H. Z.II r. 4R— 57, — H, 2. II p. 13R-Hfi, 

^) H. Z. II p. 74— Sl. 

') H. Z. Vm p. 459—47+. 

<•) H. Z, XIII p. 148. 

") H. Z. XIII p. 410—416; p. 484—488. 

') Vgl. H. Z. I p. Iff.; 10 ff.; CR ff. ! 

") H. Z. I p. 173. 

") H. Z. III p. öSl in iler Rfisprocliung dev Zieglorschoi! flfioiiiet^ie 
(lurcli Scherliüg. 
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:t.-i betreffen die Klagen die Sicherheit des Besitzes;') selbst die Au- 
laskläger, die den libberen Lehranstalten in Uni v er sitäts kreisen 
aa erwachs eil, verlangen keine Erweiterung der auf den Schulen 
zu betreibenden Disziplinen,^) Ja, wenn ein solches Verlangen 
an die Schule geätellt würde, so müfste meiner Meinung nach 
demselben auf das ernsteste widerstanden werden, da im Äuge 
11)1 behalten werden mnfs,^) dafs wir nicht zukünftige Mathema- 
tiker heranbilden wollen und sollen ^ so wenig, wie die 
höheren Schulen überhaupt zu einem bestimmten Berufe die 
Grundlage legen sollen — , sondern dafs wir die uns anver- 
traute Jugend geschickt machen, mit Erfolg ihrem selbst- 
gewählten Berufe sich zu widmem, dafs wir ihr gleichsam 
einen Teil des ßüstzeagea für den grofsen Kampf des Lehens 
— im idealen Sinne des Wortes — liefern. 
1 Die Zeiten, in denen das Märchen von einer besonderen 

180 mathematischen Begabung eine grofse ßoUe spielte, gehören 
86 glücklicherweise zu den guten alten. Es ist das sicherlich die 
9S Folge davon, dal's man sich von dem ehernen Hemmschuh, 
tili der früher der mathematischen Methode anhing, frei zu machen 
aa gewufst hat, dafs ein freierer Geist waltet Wohl mag früher 
ins diese Behauptung einer besonderen Begabung den Schein ihrer 
I3G Berechtigung gehabt haben, als die Mathematik in einer wenig 
Hl ansprechenden Weise vorgetragen wurde. Dafs aber gerade 

') ßtBolution der matli naluiw Sektion der 33. Voraammlung deut- 
-.üliei Philologen und bchulmdnner zu Geia: „Die niatliematisch-natur- 
wiBsenaclialthche Sektion ist dei Anaieht, dafs die Lebte von den Keget- 
Bclinitten auch auf Gymaasien und zwdi in sjuthetiacher Behandlung 
.Lutzunelimen sei — eine Methode, welche auch auf ßealschalen mehr 
als bisher Beiiioksichtigung voidient" H 2. X p. 76. 

'j Man vergleicivB w eitel uutenp 31 und Amnerkungeii dazu. Reidt, 
Anleitung § 19 

°) Veigl hieran Beidte Änleiinng §S, der mit den. Worten schlierst; 
Eb wird also als dei weseutiiche Zweck auch des mathemati sehen Schul- 
Tinteiijchta die Teilüatme an dei allgemeinen Ausbildung der 
geistigen Kr3,f6e des Schülers ohne besondere Eücksiciit aiit dessen 
liünftige Berufswahl hingestellt werden müssen. — 

Da an dieser Stelle Beidis Anleitung zuerst zitiert wird, so möge 
auch hier auf die Besprechung dioaea Werkea in Rethwischs Jalires- 
lieHchfcll.B.p. 220 f durch A.Thaec niui in Eoffmanna Zeilachriff.XIX 
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diese Art der Methode auch ihre begeisterten Anhänger ge- vsi 
funden, beweist der Ausspruch Kästners, dafs die Mathe- isi 
matik um so unverständlicher werde'), je weiter sich ihreiso 
Methoden von derjenigen Euklids entfernteil. Jetzt hat man ein- S2 
gesehen, dafs der mathematische Stoff, M'ie er auf der höhereu 65 
Schule geboten wird, gleichmäfsig dem Verständnis aller naheBS 
gebracht werden kann, danach aber auch die Forderungen ent-a 
sprechend geregelt. Ein Gebiet, das besonders dem erwähnten a? 
Ausspruch Eecht zu geben schien, war dasjenige der geome-nr. 
frischen Konstruktions aufgäbe. Wie mancher, der sieh ver-us 
geblieh gemüht, die Losung zu finden, hat sich dabei beruhigt, 17 
dafs er eben für dieses Fach nicht begabt sei. Gerade hiersi 
ist aber auch ein bedeutender Fortschritt zu verzeichnen, io.> 
Nagel sagt in der Vorrede zu seiner geometrischen Aua]ysia:n: 
„Zugleich lag es in meiner Absicht, auch dem angehenden 91 
Lehrer zu zeigen, dafs das Auffinden von Lösungen nicht, vrieisr. 
manche meinen, eine blofse Sache des Zufalls oder einer eigen- iss 
tümüchen, nicht jedem gegebenen Geschicklichkeit sei, sondern lon 
dafs auch diesen Übungen bestimmte allgemeine Regeln zu so 
gründe liegen." Erst in neuerer Zeit aber dürfte dieser Aua-20i 
sprach sich allgemeiner Anerkennung zu erfreuen haben, da durch 44 
das rastlose Streben der Lehrer der Mathematik gezeigt ist, dafs 4ü 
jeder Schüler,^) der für andere Unterrichtsfächer veranlagt ist,Bi 
auch den von den Gymnasien gestellten Anforderungen in der 
Mathematik genügen kann. Ohne Überhebung kann wohl ge- 
sagt werden, dafs die Didaktik und Methodik in keiner der 
auf den höheren Schulen gelehrten DiszipUnen in der letzten 
Zeit so bedeutende Portschritte gemacht hat, wie gerade in 
der Mathematik. 

Die gesetzliche Festsetzung des mathematischen Unter- ai 
richtsstoifes erfolgte wohl auch deshalb, weil man erkannte, 
von welch hohem erzieherischen Werte der mathematische 

') Vei^l. weiter nnten, 

^ Von neuen Aufgab ensamniluii gen lesp. Anwcisuuge» zur Lösung 
seien nur erwähnt: Peteraen, Hoffmann, Fischer, Lieber und 
Lüiiiuanii. Maa vergl. die ReBenfiion zu dorn lebten der genannten 
in H. Z. L p, 341. ~ Gandtner und .Tniighans rezensicvt in H. Z. IlL 
p. SSO. 
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Unterricht nach den verschiedensten Seiten hin ist. Abgesehen 
ssYon dem Vorteil, den er den mit ihm eng verknüpften und 
S7 verwandten Lehrfächern gewährt, zeigt sich sein Einflufs auch 
niüoch in manchem Punkte, wo man ihn vielleicht nicht Ver- 
as mutet.') Und doch würden z. B. die Lehrer des Deutschen 
alle Veranlassung haben^~*), dankbare Freunde der Mathe- 
matik zu sein, denn sie ist es, die sie zum Teil vor dem ge- 
fiirchteten, überschwenglichen Phrasentum im Aufsatz schützt: 
i;u und noch mehr würden sie ihr zu verdanken haben, wenn alle 
Lehrer der Mathematik das Wort beherzigen, jede Stunde 
aasoll auch zugleich eine deutsche Stunde sein,^'") denn gerade 
3ä im mathematischen Unterricht läfst sich eine Vollkommenheit 
57 der Sprache in Hinsicht der Korrektheit und Folgerichtigkeit 
102 erreichen,'"^) die von dem heilsamsten Einflufs auf das Denken 
issnnd die Sprache überhaupt sein mufs. Ich will mich beschei- 
isaden, nur diesen äufseren Punkt berührt zu haben, ich mufste 
isses aber thun, da er ein Teil dessen ist, was ich für das Ziel 
tii des mathematischen Unterrichts halte. Ich habe schon oben 
gesagt und wiederhole es noch einmal, die Schale soll nicht 
eine Vorbereitung für künftige Mathematiker geben, sondern 
nicht weniger, wie durch ihren Inhalt, auch durch ihre Methode 
auf den 'Schüler einwirken, sie soll ihn nicht nur Mathematik 

') \e gl lierzi Beidt Anleitung zu g i imii § 9, 

') '\ eigl hierzn Eeidt Anleitnng g ü. 

*) Vergl hie z Re dt Aaleituag § 17. 

*) Oppel Ül PI len Eioflufs dfis iiiathematiaelien Untemolits auf 
Kprachliche Bildnng. 11. Z. I. p. 394—417. -— p. 443—468. 

") Vergl. Sturm, Über einige Inkorrektheiten, die sieliin die Sprache 
besondera der elementareo Mathematik eingeschlichen haben. 

H. Z. I. p. 272 f. 

") Vergl. J. C. Becker, Zu dem Kapitel von den Inkorrektheiten, 
die sich in die Sprache der Mathematik eingeschlichen haben. 

H. Z. II. p. 89—97. — Ferner: H. Z. II. p. 209. 

') Hier mufs auch der Aufsatz erwähnt werden: Siekenberger, 
Mathematiache Orthographie. H. Z. IV. p. S79— 391, der eehr viel Beher- 
zigenswertes enthält und zu zeigen geeignet ist, dafs eine sorglUltige 
Behandlung anch der Form der Mathematik (sit venia verbo) von der 
gi'fl raten Bedeutung ist. 

"} Vergl. auch H. Z. XVIIT. p. 113—118, 

=) Vergl. H. Z. IX. p, 481. — 485-86. 
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lehren, sonderu auch Auschaxiung, bewufstes richtiges Sehen, 
logisches Denken, genaues Sprechen nml Schreiben. Schradero 
geht sogar noch weiter, wenn er aagt,^) die Aufgabe ist nicht o» 
Mathematik zu lehren, sondern durch Mathematik den Geist si 
zu bilden. 

Es wird vielleicht befremden,^) wenn ich behaupte, die 
Mathematik oder genauer die Geometrie solle Anschauung 
lehren, man wird mir entgegenhalten, dafs vielmehr umgekehrt 
die Anschauung die Grundlage der Geometrie sei — und der- 
selbe Gedanke wird einen vorwiegenden Platz in meinen spä- 
teren Ausführungen einnehmen; ich füge daher, um nicht mit 
mir selbst im Widerspruch zu acheinen, erklärend hinzu, die 
Schulung der Sinneathätigkeit, durch Zeichnen und Natur- 
betrachtung begonnen, wird durch die Geometrie weitergeführt. 
Es besteht eine Wechselwirkung zwischen Geometrie und An- 
schauung. Diese geht vorher, aber sie wird durch die Geo- 
metrie geregelt. Anfänglich im propädeutischen Unterricht 
dienen die Figuren als erstes Mittel zur Weckung der inneren 
Anschauung, im wissenschaftlichen Unterricht dagegen nur zur 
Kontrolle oder zur Sicherung der inneren Anschauung. is 

Mit den erwähnten Vorzügen ist aber selbstverständlich 
die Bedeutung der Mathematik nicht erschöpft;^) es würde zu 

') ErziehungB-und Unterriclitislehre von De. W. Schriider. — [p. 5'24.] 

'') Vergl. hierzu Eeidt, Anleitung § 7. 

^ Handbuch der praktischen Pädagogik von Dr. H. Schiller. 

Schiller, p. 190. Nach einer Wflrdigimg der Bedeutung der Mathe- 
matik für Natuiwiesenachaft, Geographie, phjsiaehe Geographie und 
Aatronomie fährt Schüler fort: „Die Bildung, welche die Mathematik 
selbst verleiht, bezieht sich zwar nicht aueschliefelich, aber doch vi rwipgend 
auf die Verhiudung der VorstelluEgen durch das Denken — Man 

hat die Mathematik mit Eeoht „einen fai sich foitent wickelten Zweig 
dei Logik genannt, daduich ist sie ganz Leeouders befähigt, dem Schuler 
das Wesen der verschiedenen Methoden formaler Uijtei&UL,hung und logi 
sehen Denkens zuzufühien Wenn eich dieselbe so iielfach mit dem 
DenkpiozeBse berührt, den auch die sptachln-he Bildung in Bewegung 
setzt, =0 untirscheidet sie sich von diesem duich die streng logi-che 
Form, bei der es Ausnahmen, welche dem Gesetze sich nicht fugen, 
nicht geben kanu, und die d-idmch herbeigefiihite Klarheit und &ichei 
heit" — Vergl auch Scliellla''h, Übei die Zukunft d^r Mathematik 



y Google 



. . 6 „ 

weit i'ühreu uikI mit dorn eigentlichen Thema zu sehr aus- 
einaiider liegen,^) wenn sie alle aufgezählt werden sollten. Aber 
eine Äurserung eines bekannten Mathematikers soll noch er- 
wähnt werden. Er sagt, die Bedeutung der Mathematik als 
formalen Bildungsmittels ist überall anerkannt. Das Charakte- 
ristische dea mathematischen Unterrichts ist aber nicht vor- 
zugsweise die Wichtigkeit für die Verstandeabildung, vielmehr 
das Eigentümliche, dafs er früher und vielleicht auch inten- 
siver die freie Selbatthätigkeit der Jugend za fördern geeignet 
ist, ala die meisten anderen Lehrgegenstände; darin liegt seine 
pädagogische Bedeutung. 

Es wird dann hinzugefügt, dsifs dies allerdinga vorzugs- 
weise von der Geometrie gelte — und so werden wir hinüber- 
geführt zu der Frage: Sind die beiden Hauptzweige der Mathe- 
matik, Arithmetik und Geometrie, von gleichem pädagogiachen 
Werte oder überwiegend einer derselben und in letzterem Falle 
welcher? 

Ich habe ausdrücklich gesagt, von pädagogischem Werte, 
tlenn an und für sich dürfte diese Untersuchung müssig sein und 
es wird wohl niemand auch im Ernste daran denken, den Wert 
dieser beiden Disziplinen gegen einander abzuwägen. Aber 
etwas anderes ist es, wenn wir das Ziel ins Äuge fassen, 
das dem matheniati scheu Unterrichte gesteckt ist, und die 
beiden Zweige darauf hin prüfen. 

Unbestritten wird man vom padagogiachen Standpunkte 
der Geometrie den Vorzug geben müssen,*''') denn neben den 
Vorteilen formaler Verstandesbildung, die sie gleicherweise 
mit der Arithmetik gemein hat, zeichnet aie sich aus durch 
ihre Einwirkung auf das Anschauungsvermögen, 
i« Geometrie Übt den Schüler in der für die Wissenschaft 



') Vergl. die AuiuerliuiigeQ zu Seite i u. 5, 

-) Vergl. H. Z. XX. p. 388 (letzte Zeik-). 

'} Vergl. Reidt, Soll beim tiigODOmetriacheu UatoiTioLte iIilb gyo- 
metrisclie oder das arithmetische Prindp vorherrschen? H. Z, YIL p. 1— IL'. 
Ferner: Schlegel, Über Ziele uad Methoden derScliul-Geometrie. H.Z. 
Vll. p. 179. Erler, Das geometrische und tliia aritlimetiBche Prinzip 
beim ti'igonomctriischon Unteniclite. H, Z. VII. p. 435~!l39, 
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und das Leben äufserst wichtigen Anscliauung der Kauuiver- 
hältnisse, bietet also zugleich etwas bildendes und praktisches. 

Ein gewichtiges Zeugnis für unsere Ansicht liegt vor 
von der „Sektion für mathematischea und naturwissenschaft- 
lichen Unterricht" auf der Versammlung deutscher Philologen 
und Schulmänner, die im Jahre 1885 zu Dessau abgehaiten 
wurde. ''^) Direktor Dr. Gorhar<lt aus Eisleben sagte in 
seinem "Vortrage, dafs die Geometrie einen höheren Bildungs- 
wert als die Arithmetik besitze, werde allgemein anerkannt. 
Werde sie der Hauptteil des mathematischen Unterrichtes, so 
erhalte der Schüler ein Bild von dem Zusammenhange einer 
Wissenschaft, Der Vortrag gipfelt in der These: „auf den 
Gymnasien ist vorzugsweise Geometrie zu lehren und 
nur so viel von Arithmetik und Algebra, als zum 
Verständnis jener notwendig ist," 

Auch Reidt äufsert sich ähnlieh in H, Z. VII „übw i-; 
Trig. Unterricht". „Der Gebrauch analytischer Methoden ist, 
auch für den Lehrenden, sehr bequem Die anseheinende 
Eleganz, die Leichtigkeit und Sicherheit ihiei Anwendung 
haben etwas Bestechendem, namentlich fut jüngere Lehrer, die 
zudem oft durch ihre akademischen Studien zu einer Bevor- 
zugung jener Methoden auch aut dei Schule verleitet werden. 
Dem gegenüber mufs immei wiedei au&drüikhch darauf hin- 
gewiesen werden, dafs der Schwerpunkt des mathematische u 
Unterrichts, der ja keine piaktisthcn Mdthematiker bilden soll, 
in der anschaulicheren und die selbständige geistige Thätig- 
keit jüngerer Leute mehr anregenden Geometrie liegt. Die 
einseitige Herrschaft der Algebra, welche sich in den oberen 
Klassen unserer Schulen, wie es scheint, mehr und mehr ein- 
nistet, enthält eine grofse Gefahr für die pädagogischen Ziele 
und die Zukunft unseres Unterrichtsfaches." 

Zugleich mufs hervorgehoben werden, dal's beim geometri- 
schen Unterricht die Gefahr geringer ist, dafs er ausartet in eine 
die tecliuiseben Operationen in den Vordergrund stellende Fach- 
dressur, obwohl hier auch nicht geleugnet werden soll, dafs 



') Reidt p. 2%. 

») Vei'gl. H. Z, XVI. p. G8-G9. 
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asdiireh eine allzugrofüe Betonung der geometrisclieii Koiisü'uk- 
tionsaufgabe eine 'ihnliclie Gefahr wirklich heraufbeschworen 
werden kann; eine Gefahr die allpiding» bedeutend ib^e 
schwächt ist durch die gerade auf diesem Gebiete gemichten 
Fortschritte, wie sie in verschiedenen geradezu heivoingenlen 
Anleitungen zur Losung planimetiischei Autgaben zu er 
kennen sind. 

Wird abei dit ^lofseie Bedeutung des geoniftiiscl en 

131 Unterrichts anerkannt, so mnssen auch Mittel und Wege ^e 
schaffen werden, demselben einen TOiwiegenden PUtz im Ge 
biete des Lehrpl'uis zuzuweisen In Suddeutschl md hat man, 
so weit mir bekannt i&t, diesei Anschmun^ RcLlmung gt, 
tragen, dadurch d-vfs der iiithmetisehe Untenicht eist m dti 
Sekunda beginnt 

112 Auch für uns wäre eine deiaitige Veischiebung des matht 

inatischen Unteiiichtastuftcs duichi«=! wunschensi^eit ') wir 

') Deinhiirdt scheinl m seinem (jj mnaaidl untenicht dieselbe An 

ht t te D I ufst (p lil) Der iiiathemitis(,be Unteiiii-Iit 

t b b 1 h auf dem G} nmajjium diei StnfeD deun mit <>eo 

m t 's fMg' n^i* cler Arithmetik foitgetahien und mit der 

1 g m t hl en wei Vn Dei Uegeubtand dei Geoiuetiie fillt 

l A h g 1 ist dabei fQi den Anfing das Verständlichste 

D A tbm t k f d t da sie hiei ciebt mehi gewöhüliohes Eeehüea 

t d d Ilg Kinen Zahlen zu ibiem Uegeustande hat einen 

1 höh (jra 1 Ahstraktion Dieses Abatiaktione vermögen daa 

A ff d llgtmeinen Zahl, ihrei Veibmdungen und Eigen 

h f t Öt t l duii,h di3 Studium dei inscbaulicbeien UeometriP 

g 

& dm h sonst aus den mbchnhchpn Lehien dei Gpo 

t d b t Ltea Lebreu dei Anthmetik binuboigew lesen und 

i m tl t h ü teniLht ist nui dinn gut und veistiiudiiLh wenn 

d A h g dei Eaum^Lolse in die AbstiaLtion der Zahlen 

ö! b f b t 

E (d m tb m tische Untciiicbt) bat aber wie au'i dem Viisl et 
G ae,t li g 1 1 diei Stufen die geometriecbe die anthmetiBohe 
dt m t h Stufe und also aucii dtei Elaesen insofern jede 

St f 1 h h dere KUsse Jiufiseriicli dargestellt ist 

E w (I h d B meiner Meinnng nach ilso mit meinem \ oi 

hlag f d k als die eiste die geometrische Stufe dei Peitia 

1 t i tbm tist,hc Stufe dei Sekundi :iili.Dminui wirde wäh 

d P II le\c in„ii„ k ieile, Z«e^e\e ti fui, unl 
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würden melir Kaum gewinnen für den geometrischen Unter- iS3 
rieht und könnten denselben in Folge dessen intensiver er-isi 
teilen,^) während andererseits das Mi fs Verhältnis zwischen Ka- lo* 
pazität und gebotenem Lernstoff beseitigt werden würde, das 
oli'enbar besteht und das in erster Linie da,zii beigetragen hat, 
das Interesse für Mathematik im späteren Leben schwinden iso 
zn machen und so dem früheren Schüler einer höheren Lehr- 
anstalt einen Gegenstand überflössig, ja abschreckend erscheinen isä 
zu lassen, der ihm vom rein praktischen Gesichtspunkt allein a 
schon vom gröfsten Werte war, oder besser, gewesen sein sollte, m« 
Wer die Schwierigkeiten kennt, zu jugendliche Köpfe ab-w 
straktes Rechnen zn lehren, der wird wahrlich zustimmen 
müssen.^) 

Äufserdem — und das müssen auch die begeisterten 
Freunde der Arithmetik zugeben — die Arithmetik ist, auch 
bei dem jetzigen Stande der Frage, in ihren Zielen beschränkt, 
es wird immer nur ein Teil derselben, ein sehr geringer Teil 
gelehrt werden können, währwicL_die_Geometrie, wenn man 
ihr mehr Luft und Licht gewährt, zu einem vollkommenen 
Abschlufs ge bracht w erden kann. Es wird^öhT~äucIi"nicht 
bestritten werden, dafs ganze Teile der Arithmetik rein hand- 
werksmäfsig betrieben werden können ohne data diiuntei das 
Ansehen der Arithmetik oder dT* Ziel des Untemchts leidet 
Als Beispiel mochte itb die Rechnuu^ mit Logarithmen nennen 

wisspnwhafthclie Vt-iknai fuag und Begi i äaag len I ihilt Ilb m ithe 
matischen Üoteincht? atiimachea wdrdpn Es keifst dann weiter iuf 
dei geometuBchen Stnfe nt die Geometrie da« öberwiegen le uod den 
ChaiEikter dpa Unteuuhts bestimmendo Element und die Aiithmetik ga 
hoit uui insoweit tciein ah sie sich tiimittelbai an he geometriBchp 
Auaehautiiig inknuptna laftt 

Man vergleiche hierzu ßeidfc Anleitung g _0 

') fiTan vergl. J. Kobei Übei dtn B g un des g oiieti chcn Lnt 
ULhth H Z \V. p. 105/5 

') Dazu kommt no;,h n bei völligen lei C nn 1 le •> I 
infolge der neuen Scliuloidnnng i,ign,bt Da m Tertia jekt das 
Gneciiiscbe beginnt wurden wir m dieser Lliöse mit zwei lO scbwereii 
Uegenfitänden beginnen wie es der Anfang der griechischen 'spiache 
nnd die abstrakte Aiithmetik fui jugendliche Kopte sind liine m. fb 
weichen und das wnd i^ascul d AiithiiEtik soii deren Anfang wi 
nact Sek iili i ibcl lebeo 
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Arideres wieder wird gauz iiuberftcksicbtigt bleibeo könueu, 
wie das Ausziehen der Kubikwurzel ek. — 

Gelingt es, der Überzeugung, dafs die Geometrie einen 
liöheren Bildungswert als die Arithmetik besitzt, Geltuog zu 
verschafiFeii , sei es durch späteren Aufang der Arithmetik 
überhaupt oder dadurch, dafs man die Geometrie durch Zu- 
weisung einer gröfaeren Stundenzahl ^ s el bstv erst und I ich von 
den jelzt zur Verfügung stehenden — bevorzugt,^) so wächst 
noch die Verpflichtuug der nüLtheniatiachen Lehrer, daran' zu 
arbeiten,^) dal's der geometrische Unterricht immer mehr zu 
einem fruchtbringenden sich gestalte,") dafs er nach Inhalt 
und Methode seiner hohen Bedeutung gemäfs ausgestaltet 
werde. 
5 Mit einem gewissen Mitleid sind wir gewöhnt auf Eng- 

ifisland zu sehen, das noch immer im Elementarunterricht nach 
107 den Elementen Euklids selbst unterrichtet, die doch gewifa 
Wonach Euklids eigener Ansicht kein Lehrbuch sein sollten: 
soaber, wenn wir genauer nachsehen, so haben wir keine Be- 
iia rechtigung dazu, denn es ist bei uns nicht viel anders mit 
67 dem Unterricht in der Geometrie bestellt. Die grofsen Er- 
(.H run gen Schäften des letzten Jahrhunderts auf dem Gebiete der 
Geometrie sind an unseren Schulen fast spurlos vorüher- 
iis gegangen, der Unterricht an den höheren Lehranstalten ist 
von den Fortschritten genau genommen unberührt geblieben/) 
Zwai' wir unterrichten nicht mehr nach Euklid selbst, aber 



') Die brwciteiuDg der diei Lehiatiradeu m Uiitei uud Obertertia 
auf vier wiichenthtiie Stunden dufte alleiduiga *ls höchst wünsohens-' 
wert ja ootwendig beaeicliuet werden Der mathematiSLlie Unterricht 
wurde aufaerordpntlich dadurch gewinnen 

Veigl Die ''tellonB' der M'^tbem-^tik nit lei NiturwisBcuKotai'ten 
\n unsern Gymnaaien H Z XX p 241 ft leuiei H Z SX. p. 417 ff. 

) Veigl Hofimann Zm Didaktik 2) ttie let eiuo regere Betei- 
ligung dei (math naturw) Lehrer an did iktiaclien Fiageo zu erreichend 
H. 6, IX. p. 276—278. 

') E. Müller, Lehrzweck, Lehrbuch und Lehrmethode des goome 
trischen Unterrichts. — H. Z. II. p. 19S— 201. 

') V. Fischer-Benzen sagt in einer Besprechung von Diekmanna 
Ühungen und Aufgaben für den propiidentisclien Unterricht ia der Geo- 
metrie: „Euklidiaeho Gootactrie im strengen Sinne des "Wortes wird auf 
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was wir uiiterricliteii, ist itii wesoiitlicheu Euklidsche Geo-it 
metriej''^) ioabosonilere was die Methode betrifft. iti 

Die Reihenfolge der Sätze war von Eulelid allein nachiH 
dem Gesichtspunkte gemacht/) dafs jüder Satz sich aus dem i 
früheren mittelst streng- logisch er Schlüsse ableiten lasse, üa-tii 
bei war der Inhalt der Sätze ao imbeaehtet, dafs die wunder- iü 
lichste Zusammenstellung erstanden ist. Daher wurde neuer- 1* 
dings [Mitte dieses Jahrhunderts ungefähr] mit Rocht ein An-i'. 
fang gemacht, die Sätze so zu ordnen, dafs der Inhalt dasit 
Prinzip der Einteilung bildete. Weuu behauptet wird, dafs 
in Folge davon schon jetzt ein übersichtliches, systematisches i; 
Ganze entstanden, ao ist das wohl zu optimistisch geurteilt. 
Es bleibt auch ferner die Aufgabe der Verfasser geometri- 
scher Lehrbücher,*) nicht nur an äufserer Ausbildung und 
innerer Befestigung eines festatehenden Gim;!en zu arbeiten, 
sondern vielmehr ein systematisches Prinzip erat zu schaffen,^) 



deutaclien Schulen sehoß lange nicht mehi- getilebcn, gehört auch gar 
nicht dahin, sondern auf die Uuiveraität. Denn reine Wiasenschaft, 
namentlich bo abstrakte Wissenschaft wie die in den Elementen Euklids 
enthaltene gehört nicht in eine Anstalt, die auf wisse aschaftliehe Studien 
vorbereiten boU." — H. Z. XVIII. p. 365. 

') H. Z, I. p. 2ie. — Hoffmann, Über schriftliche mathematische 
und naturwissenschaftliche SchOlerarbeiten in höheren Lehranstalten. 

*) Der Ausdruck Euklidsche Geometrie wird hier nickt in dem 
Sinne gebraucht, der die Bezeichnung Nicht-BuklidBClie Geometrie 
veranlafst hat. 

°) Man findet eine Be'iprecliunn' der Buklidschen üeometrii" auch 
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Eine Würdigung der Bedeutung Euklids, wie seiner 
lös Schwächen findet sich bei Drobisch (Logik): 
1 Man hat lern Eukl 1 1 lig Mangel an systematischer 

I eOrdu g zum Vornu t ^ema ht Dies ist insofern begründet, 

II \\s be Im selbst e ne Z ammenstcllung der gleichartigen 
Übjel fce 1er g omet chen Betr chtung, vielmehr noch eine 

ach lOß sei en E nt langen ge rdnete Folge derselben ver- 

DiTst wrl 1 leer H nsicht seine Elemente keine 

M ster von log sei e Ano dn ^ der Begriffe sind, sondern 

1 e?e se! ott lu h nand r ^evorfen erscheinen." Dagegen: 

n ns htl eh d St enge d r Begründung ist die Enkli- 

1 s ] e {, eomet e e M st i von systematischer Anordnung. 

Dagegen ve na 1 1 s gt s e n auffallender Weise die über- 

& chtl cl e Aneimnleireh a^ der Materien, die sie, um der 

eisteiei Foi le u „ z ^en gen oft zerstückelt, so dafs, aus 

cn diesem Gesichtspunkte betrachtet, das Ganze einen ziemlich 

buntscheeldgen Anblick gewährt, ja von einer Zusammen- 

schliefsung der Teile au einem auch äufserlich geordneten 

«Ganzen kaum die Rede sein kann," 

100 Ähnlich äufaert sich Becker, wenn er sagt, bei Euklid 

ici finde sich nur der Nachweis der Richtigkeit jeder Thesis, 

ohne Darlegung des inneren Zusammenhangs der geometri- 

IS9 sehen Wahrheiten, 

j Bekannt ist die Ansicht Schopenhauers über Euklid 

9j und seine Methode,') 

io:j Dem gegenüber ist der Ausspruch Kästners^) nicht ku 

Leistungen eines Steiner und andeiei Eiweileter dei WisaenBchaft und 
die deutlichen Winki eioigei dersellieii von denjenigen legnffen und 
benutzt werden, deren Aitgale die systeinatiBohe Nenl eaii eitung des 
Lehrstoffes ist, so . , 

') Hoffmann, Schopenhauer der Philosoph übet lie Euklidsclie 
Methode und die Mauscfallonbe weise. H. Z. SV!, p, 105—107. - Ferner: 
Märtens, Schopenhauer über den „Mausefallenbeweis". H. Z, XVI. 
p. 181—185. 

') Wie viel oder mie wenig man. auf Kästners Ausspruch gebeu 
dürfe, häugt davon ab, wie viel oder wie wenig uns folgende Stelle aus 
Haukels akademischer Antrittsrede berechtigt erscheint: 

bis sie von den fast noch dürftigeren Schriften eines Mannes 

abgelöst werden , der den Litterat «rhistorikem als Epigrammcndiobter 
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unterdrücken: „Die neueren Werke der Geometrie verlieren 
umaomelir an Klarheit und Girüridliclikeit, je weiter sie sich 
von Euklid entfernen" und nicht minder wichtig ist das Zu-is 
geständnia eines so bedeutenden Pädagogen, wie Siegmund 
Günther/) dafs die spanischen Stiefel Euklidischer Me- 
thode ihre nicht zu unterschätzenden Vorteile beim Unterricht 
hätten. Aber es mögen auch noch andere wichtige Stimmen 
vernommen werden.^) 

Erl er sagt bei der Besprechung der Behandlung der Ele- 
mentargeometrie : Hier sind zwei Punkte ins Auge zu fassen,*) 
einmal' die Auffindung und die Anordnung der geometrischen 
Wahrheiten, zweitens die Begründung oder die Beweise der- 
selben. Man hat durch die Jahrhunderte hindurch nach dem 
Vorgang des Euklid über das A uffind en der Sätze seibat kein 
Wort _yerioren, sondern sie als gegeben angesehen und die 
Methode der Beweisführung beschränkt: dabei sind die einen 
ayathetiseh, die andern analytisch verfahren: wesentlich aber 
heuristisch. Auf diese Zeit folgte ein llückachlag und neuer- sc 
dings (1860) die genetische Methode, die nicht ganz ohne Be- 
rechtigung beansprucht, die aliein naturgemäfse zu sein, ii 

Trotzdem ist Erler aus verschiedenen Gründen gegen 
diese Methode, die aber im Laufe ihrer Entwicklung Enklid 
immer mehr in den Hintergrund gedrängt hat. 

In der Vorrede zu seiner Planimetrie äufsertsich Spiecker; 

wohl hekamit ist, von dem der Geactichtsschreiber der Mathematik aber 
kaum mehr zu sagen weifs, als dafs er Nickts geleistet hat. Icli spreche 
von Kästner, der seiner Zeit nicht nur als voraöglicher Lehrer, sondern 
anch ala Wunder eines Mathematikers galt und dessen überall verbreitete 
Lekrbüoher trotz ihrer Gehaltlosigkeit und geschmacklosen Weitschweifig- 
keit von dienstbeflissenen Sekülern noch mit Kommentaren versehen 
wurden, die fast einen hornietten Leser voraus an setzen BOheinen. 

') Günther in einer Besprechung der Schröderschen Planimetrie. 
H. Z. XIII. 30O. „Man hat an der dogmatischen Dai-stellung und an 
ihrem vielleicht etwas schwerfälligen Bflstzeug von Lehrsatz, Znsatz, 
Aufgabe etc. mancherlei auszustellen gewufst nnd gewifs nicht ohne 
allen Grund; allein, je länger wir selbst im Lehrfach thätig sind, umso- 
mehr haben wir uns überzeugt, dafs diese „spanischen Stiefel" einen 
sehr hohea mnemotechnischen Wert besitzen." 

') Man verg], auch H. Z. XIV. p. 4C0 ff. und p, 510 fF. 

') Schmidta Encyklopädio II. p. 733. 
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„Den Anforderuiigei], welche an Jen geometrischen Unterricht 
gestellt werden,') genügt ein synthetischer Vortrag der Eu- 
klidachen Geometrie weder hinsiehts der Methode, noch dem 
Umfange der Kenntnisse nach. Dieser Unterricht aoli sieh 
intensiv zu einer Gymnastik des Geistes gestalten, welche die 
Deulikraft weckt und übt, und vorzüglich das Produktions ver- 
mögen stärkt, indem er die Fruchtbarkeit eines streng metho- 
dischen Verfahrens zum Bewußtsein brmgt (neben der Mit- 
teilung von Anschauungen und Kenntnissen) " 

Die mathematische Sektion der Schulmanner Versammlung 
zu Leipzig (1872?) fafste den einstimmigen Beschlufs:*) „dafs 
der Weg des Euklid absolut zu verlassen ist und daVa dem 
Unterricht in der Geometrie vorauigehcn nmfs ein propädeu- 
tischer Unterricht, der von der Stereometrie ausgehend die 
Anschauung mittelst des Zeichnens übt." Vergl. dazu Her- 
barts ABC der Anschauung, 

J, C. V.IIoffmanna Ansichten gehen aus folgenden Worten 
hervor:') „Alle erfahrenen Lehrer der Mathematik werden mit 
mir wohl darin übereinstimmen, dafs die alte von Euklid er- 
erbte dogmatische Methode des geometrischen UnteiTJctts, 
verbunden mit dem Umstände,*) dafs in unseren Schulen die 

') Spiecker, Lehcbucii der ebenea Geometiie. Potedam, Stein. — 
Ueienaion desselben in H. Z. III. p. 173 f. und p. 499. „ganz besonders 
durch die Binfleclitnng der neueren Geometrie, welcte hier mehr 
als in den meisten Iiebrbfloberu hervortritt, zeichnet sich dieses Werk 
vor vielen anderen aus and ist wegen dieser Voraüge sehr zu empfehlen." 

^} H. Z. III. p. 406—408. 

') H Z XI { 343—44 in dem Aufsätze Detfliminanten odei nicht? 
I ine Gefahi 

') Veigl aioh Ho^fui'inu Zu Reform des i idth uldE^t^!WlS3 
Gjmnasialunt rriL.hta m I renlisen H Z X i 1S4— 190 — K 7 i i 317 
—^32 — H Z X. p 401—406 — Besonders wichtig i 330 In der 
Mathematik wellte besonder« die genetische (f u die Schüler die hen 
iifitische) Methode empfohlen und -ingewandt weiden nicht ftler die 
dogmatische doch mache man die Schüler auch mit dei Ictateren 
bekannt nnd lasse aie den Unteiscbied und die ^ orzige un^ Nachteile 
beider Methoden selbst herausfühlen und finden Voi Allem weide die 
An&chiüuug m den Dienst genommen die Geometiie veilangt äies 
hm \oa selbst wahrend die Aiithmetik vermöge ihier abst akten 
tfitur die Anschauung viel nötige bedirf al er leider ^i n mg m il ren 
D e ?t nimmt 
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wisseiiscliaftliche Geometrie nicht durch einen propädeutischen 
Kursus vorbereitet wird, dafs viclmehi-, seihst in Vülkssclmloii, 
verkehrter Weise die abstraktere Arithmetik der weit anschau- soc 
lieberen Geometrie vorangeht — für den mathematischen 
Unterricht verhängnisvoll geworden ist: denn diese Methode 
hat den früheren trostlosen Zustand dieses Unterrichtszweiges 
hervorgerufen. Namentlich aber hat sie den weit verbreiteten 
jetzt noch nicht ganz anagerotteten Aberglauben erzeugt und 
genährt, dafs zur Mathematik besondere Anlagen gehörten. — 

Hoff mann spricht sich dann ebenfalls für die genetische 
Methode aus.') 

Zum Beweise dafür, dafs trotz 30 woblbegründeter und s 
klar ausgesprochener Ansichten Euklids Methode noch vor-iu 
herrsche, brauche ich nur auf die gangbarsten Lehrbücher deris« 
Planimetrie hinzuweisen. Im hosten Falle ist den bunt zu- in 
sammen gewürfelten, ohne inneren Zusammenhang neben einan-4s 
der gestellten Lehrsätzen ein Anhang hinzugefügt, der über 
die wichtigsten Eesultate der neueren Geometrie einen kurzen 
Überblick gewährt. Li diesem Sinne spricht sich auch Eausen- 
bergcr in der Einleitung zu seiner bemerkenswerten Ele- 
mentargeometrie aus, auf die ich mit ganz besonderem Nach- 
druck hinweisen möchte.^) Dieses Buch will kein Schulbuch 
s e i iij_^H gipht vipimphr ei ne wJsseüScha ttiic he IJearbei tuiTg der 
Elementarmathematik, wie sie bis jetzt durchaus fehlte, so 
dafs hauptsächlich dieser Vernachlässigung der Elemente es 
zuzuschreiben ist, dafs die Fortschritte der Wissenschaft den 
elementaren Lehrbüchern überhaupt nur sehr wenig zugute 
gekommen sind. 

Unter anderem sagt Rausenberger: „Die Elementargeo- 
metrie ist seit den Zeiten Euklids beträchtlich erweitert und 
vermehrt worden, und viele der neuen Sätze sind selbst in 



') Auch Trendelenbuig veilangt in den Logischen Uater- 
snchungen (1840) im zweiten Bande Seite S90ff. die genetische Dar- 
etelluDg für die Mathematik und giebt im Pyth^oräi sehen Lehrsatz eine 
P h da 

) B p hen von Schumacher in H. Z. XX. p. 517—521. Voil- 
t nd T k! Die Blementargeotaetrio des Punktes, der Geraden und 
d I ben y t matiach und kritisch behandelt. Leipzig, Teubner. 



y Google 



— 16 - 

Schulbücher übergegangen; allein sie erscheinen hier meistens 
nicht mit den alten Gegenständen zu einem einheitlichen 
Ganzen verbunden, sondern mehr äufserlich angefügt. Findet 
man doch nicht selten die Ansicht verbreitet, dafs die neuere 
Geometrie etwas Gfrundverschiedenes von der alten Eukli- 
dischen sei. Namentlich wird die sogenannte Geometrie der 
Lage in direkten Gegensatz zur alten Geometrie des Mafses 
gebracht. Und doch ist es an sich klar, dass es nur eine 
einzige Geometrie geben kann, deren Teile sieh zu einem 
grofsen Ganzen zusammenfügen. 

Ist aber unsere B lern entarg cometrie ein einheitliches 
Ganzes? Ist sie nicht vielmehr ein Konglomerat einzelner 
Sätze und Sätzchen, von denen sich wohl manche zu Gruppen 
vereinigen, die aber zum Teil auch recht äufserlich zusammen- 
gestellt sind'?" 

Und an einer anderen Stelle derselben Einleitung wird 
gesagt: „Die Darstellung hat ihre Richtung zu sehr auf spe- 
zielle Eigenschaften und Figuren von besonderem Charakter 
genommen und verliert hierdurch die Allgemeinheit vielfach 
aus den Augen." 

Denselben Gedanken finden wir auch in einer Rede Han- 

iiMikels,*) die er beim Eintritt in den akademischen Senat zu 

Tübingen über die Entwicklung der Mathematik in den letzten 

Jahrhunderten gehalten hat, wie in der Vorrede zu seiner 

projektivischen Geometrie. 

Reidt, der diese Stelle auch in seiner Anleitung zum 
mathematischen Unterricht mitteilt,^ fügt hinzu: „Diese Worte 
kennzeielmen vortrefflich den Gegensatz zwischen der alten 
und neuen Methode, und es ist sehr leicht zu verstehen, wenn 
die Kenner der letzteren in Begeisterung für dieselbe den 
Wunsch hegen, die gewaltigen und unbestrittenen wissen- 
schaftlichen Vorzüge derselben auch dem Schulunterricht zu 
teil werden zu lassen." 

Dafs trotzdem eine plötzliche Änderung der Methode nicht 

') Dr. H. Hankei, die Entwicklung der MathemiiUk in den letaten 
Jahrliniiderteö. — Tübingen, l'ues. 

-) Dr. Fr. Reidt, Anleitung aum mathematiaclien Uiiten'iclifc. — 
Berlin, Grot*, — [p. 178,] 
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am Platze,') ist von vielen Seiten ausgesprochen. In jugend- 
licluer Begeisterung für die geistreiche Auffassung fühlt' man 
sich versucht,^) das Alte völlig über Bord zu werfen und den 
geometrischen Unterricht in der Schule ganz nach Steiners Art 
7.a betreiben. Aber die neue Methode hat sich nirgends er- 
halten, selbst die bezüglichen, zum Teil voraüglicheii Schul- 
bücher haben wenig Glück gehabt: ein wenig pädagogisches 
Studium oder Erfahrung genügte, die schwache Seite zu er- 
kennen. Wenn auch nicht so schroff, urteilen doch viele innu 
gleicher Weise. 

„Es möchte sich also empfehlen,^) ohne gerade das System 
der neueren Geometrie als solches aufzunehmen,*) doch im 
Geiste derselben zu unterrichten," sagt Kober. 

„Im Unterrichte der Elemontargeometrie bleibt die Bukli- 
dische Geometrie dem System nach bestehen,'') wird aber im 
Geiste der neueren Geometrie reformiert. Die Sektion be- 
grüfst mit grofser Freude die von Dr. Hubert Müller in 
dieser Hinsicht eingeleiteten Schritte." 

Auch Reidt verschweigt a, a. 0. nicht, dafa der ge- 
wünschten Neuerung gewichtige Bedenken entgegenstehen, 
ebenso wie Rausenberger a. a, 0. die Schwierigkeiten her- 
vorhebt, die in der Benutzung zweier. Fun dam entallinien, der Ge- 
raden und des Kreisesj der als solcher für sieh und nicht als 
Kegelschnitt in die Schulgeometrie gehöre, entständen. Rau- 
senberger erklärt ausdrücklich, dafs er eine Geometrie, aus 
der der Kreis verbannt ist, als gänzlich ungeeignet für den 
Unterricht in den mittleren Klassen höherer Lehranstalten an- 
sieht. Dieser letztere Umstand scheint ihm neben der schon 



') A. Zieglei-, Thesen kii cleni Streite über geometrischen Untev' 
rieht. H. Z. III. p. 184— 19G, 

^) Vergl. auch: Soliweting, Aufgabe und Anschauung. — Progr. 
CoeRfelJ, 1889. 

") Vergl. die Rezension von: Hartmann, Genetiscbev Leitfaden 
für den TJnterriebt in der Planimetrie durch J. Kober; H.Z.IV. p. 28G-291. 

*) J. Kober, Über das Unendliche und die neuere Geometrie. H. Z. 
III. p. 249-364. 

^) Resolution der niathemafischen Sektion der 31. Philologen - Ver- 
sammlnng. 
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erwähnten der Eiiiheitiichkeit der Eiementargeometrie sich 
hindernd in den Weg zu stellen. 

Das Buch Rauaenbergere selbst bedeutet aber einen 
wesentlichen Fortschritt auf dorn Gebiete der systematischen 
Elementarg eometrie, obwohl es direkt zur Benutzung a.l8 Schul- 
buch allerdings nicht geeignet erscheint, so z. B. § 9, der sich 
mit dem Parallelentheorem beschäftigt. 

Eine Anregung zur Erörterung der Krage nach der Ein- 
führung der Anschauungsweisen und der Methoden der so- 
genannten neueren Geometrie gab unter anderm eine 1872 in 
Zarnekes Lit. Zentralblatt veröffentlichte Rezension eines geo- 
metrischen Lehrbuches durch die Bemerkung: ^- ^) „und docli 
dürfte nur eine wesentlich von der bisherigen abweichende 
lind dieselbe Yerbesaernde Darstellung der Elementargeometrie 
es rechtfertigen, dafs zu der grofsen Zahl geometrischer Ele- 
mentatbiieher, welche die deutsche Literatur aufzuweisen hat, 
noch ein neues hinzukommt. Das Bedflrfiiia einer solchen 
Umgestaltung der Elemente hat sich schon längst fühlbar 
gemacht. Es ist eine systematische Verarbeitung dieser Lehren 
nötig, es genügt nicht, nach Art unseres Verfassers und anderer 
Schriftsteller vor ihm, anhangsweise die Lehre von der har- 
monischen Teilung etc. mit aufzunehmen." 

Im Anschlufs hieran sagt z. B. V. Schlegel: „Es könnte 
in Verwunderung setzen, dafs die gewaltigen Reformen Steiners 
so ganz spurlos an dem auf der Schule behandelten geome- 
trischen Stoffe vorübergegangen sind,''} wenn man sich nicht 
vergegenwärtigen müfste, dafs eben bisher kaum etwas ge- 
schehen ist, um den grofsen Grundgedanken Steiners: die Ein- 
ordnung aller geometrischen Wahrheiten in ein den Verstand 
befriedigendes System, auch für die Elemente der Geometrie 
fruchtbar zu machen," 

') Man yei^leiclie hierzu die ersten Bände der HoffniiiunscliCD 
Zeitschrift (aus den Jahren 1870 u, 71), deren bezügliche Artikel aiia 
andern Stellen der vorliegenden Arbeit zitiert sind. 

Ferner: H. Z. III. p. 93 (Briefkasten). 

') Zarncfees „Literarischea Zentralblatt" Jahrgaug 1872. Nr. 3 Be- 
sprechung eines Lehrbuches der Geometrie durch E. Müller. 

") Schlegel, Über Ziele und Methoden der Schul- Geometrie, ~ 
H. Z, VlI p. 179-84. 
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An einer anderen Stelle sagt er:') „So aelien wir denn 
die Geometrie der Schule weaentlicK zurückgeblieben hinter 
den Anforderungen der Zeit. Während die Lehrbücher nach 
wie vor das alte Thema der Kongruenzsätze variieren, finden 
die Lehren der neueren Geometrie, weil sie eben dem ver- 
alteten Rahmen unmöglich eingepafat werden können, höchstens 
in Anhangen eine Stelle." 

Der ganze Aufsatz,^) aus dem die vorliegende Stelle ent- 
nommen ist, ist für die behandelte Frage so wiclitig und ent- 
hält so viel Gutes, daXs er eigentlich vollständig hier repro- 
duziert werden müfstc. Wir müssen uns genügen lassen, mit 
Nachdruck auf deuselben hingewiesen zu haben. — 

Der Vorwurf Schlegels, dafa für die neuere Geometrie 
im Elementarunterricht wenig oder nichts geleistet worden, 
trifft in erster Linie die Gelehrten, die ganz in Anspruch ge- 
nommen durch die höhere Mathematik nicht Zeit und Lust 
haben, sich mit Elementarmathematik zu beschäftigen. 

Es würde kein gutes Licht auf die Lehrer der Mathe- 
matik an höheren Schulen werfen, wonn auch sie dieser Vor- 
wurf träfe, wenn dieser Satz auch noch jetzt seine Gültigkeit 
hätte. 

Von den verschiedensten Seiten ist der Versuch gemacht 
worden, — es liegen bereits eine stattliehe Anzahl von Lehr- 
büchern vor — die Elemente in dem gef orderten Sinne um - 
zuarbeiten, unter denen diejenigen von Schlegel selbst, von 
H.TSüÜer, Kruse, J. K. Becker, Worpifczky, Hcnrici 
und Treutlein besonderer Erwähnung wert erscheinen, denen 
sich das schon genannte von Eausenberger anschlicfst. k 

Auch der Versuch des Professor Fresenius in Frank- 
furt a. M.,*) die ,Kongruenzsätze im Zusammenhang durch 



') H. Z. Vn p. 182 vergl. auch p. 183.- „Dagegen wird eine anf neue» 
Grnndlagen beruhende Darstellung der Geometrie den Unterricht votans- 
eichtlich in dem Grade erleichtern, dafa er auch die einraoheren Lehren 
der neueren Geometrie in gebührender Weise wird berücksichtigen können, 
ohne mehr Zeit in Anspruch zu nehmen als bisher." 

^) Schlegel, Über Ziele und Methoden der Schul geometrie. — 
H. Z.VII. p. 179—184. 

') J, K, Becltcr bemerkt allerdiogs in einer Anmerkung seiner 
Reform des gcometiischeu Tmtprrichta ; „Ist es auch schwer, beaordeifl 
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fsymmetrisclie Lage zu lehren, muJ's liier genannt und als be- 
sonders gelungen bezeichnet werden. Solche,'- ^) einzelne Ge- 
biete der Elemeutargeometrie behandelnde Arbeiten werden 
am besten eine einheitliche Gestaltung des Ganzen vor- 
bereiten.^) Denselben Gegenstand behandelt auch ein Aufsatz 
von Dr. II. Müller in Hoifmanns Zeitschrift,*) betitelt „Schul- 
geni'äfse Behandlung der Symmetrielebre", der aufserordent- 
lieh viel Beherzigenswertes enthält und keinem Lehrer der 
Mathematik unbekannt sein sollte. 

I« Aber die Abfassung von Lehrbüchern scheint im grofseu 

und ganzen der Gipfel der Erfolge gewesen zu sein,^) denn 
die Einführung in den Unterricht hat sich, soweit mir be- 

m einem '-oLtilb ithe flr Tertianer seinen {v. Staudt) Anfordemngen 
gana gerecht z werden so moCe man doch darüber stutzig werden, aiioii 
SP nen Hinweis auf die Alles durchdringenden Gesetze der Sym- 
metrie EO ganz unlieichtet zn sehen, dafs noch nach 24 Jahren ein 
Fiankfuiter Pildagogü (Fresenius) die Verwertung derselben für die 
Geometiie als etwas Neues empfehlen konnte," — Das Urteil ersehtmt 
etwas schaif de n wenn anch die Anregung von v. Staudt ausging 
fcO war es d eli Fresenius, der sie benutzte und der Schnle daduich 
einen wichtigen Dienst leistete. — Wer kennt denn jetat nach 18 Jahren 
die Arbeit Fresenius ? Das Prinzip der Symmetrie ist doch wohl auch 
iltei als hier ingenommen. 

) FiPaeni iB die Lehre von der Kongruenz der Dreiecke unl Zi 
gehöriges in eine neue Fassung gebracht. — H. Z. 11. p. 1 — 14 

Ferner: H. Z, H. p. 210. — Ferner: Fresenius, Die Riml 1 le 
eine Grammatik der Natur, besprochen in H. Z. VII. p. 64—67 duich 
Siekenberger. 

) Verfcl F Meyer Über die Behandlung planimetvifechei Aufgaben 
liich Vhuler H Z XVL p. 91—104. 

) Auch 'ii.lilegela Bemühungen um die Grasemannsche Aus 
dehnncgalehre se en hier erwähnt. — Vergl, Schlegel, Proben ans 
einei ne en auf der Grissmannschen Ausdehnnngalebre fuftendeo Be 
arbeitung der Elementar- Mathematik. — H. Z. II. p. 308f. 'iohlegel 
System der Raumlekre Leipzig 1872. 

') "tergl E Muller, Sehulgemäfse Behandlung der Symmetrie- 
lehre H Z VII p It.9— 178. p. 257—265. 

^) Hubert Muller sagt also ganz richtig in der Einleitung zu 
seinen Elementen der Planimetrie, „dafs er sein Buch auf die Gefahr 
bin verfafst hat, dafs die Abweichungen von dem Üblichen dem Buche 
den Weg in die Schulen versperren sollten." 

Zitiert nach H. Z. XVlf, p. 608. 
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kauüfc, noch nicht vollzogen, und Kamhlj und Koppe be- 
herrschen nach wie vor den geometrischen Markt/"^) obwohl 
gerade in diesen Lehrbüchern die erwähnten Nachteile sich in 
hervorragendem Mal'se geltend machen, besonders da sie all- 
zusehr. Schulbücher sind. In Bezug auf die Korrektheit der 
Sprache z. B. können sie als Muster gelten, wie es nicht sein 
soll.*) 

) ^elb t Ua V itielll che L^hibirii \ n U Hl Mulle Leit 
faden dei ebenen Ueometrie m t Beiiutiu ^ m, le pi Änachau ingswc islq 
hat ernt 1889 ah.> 1j Tahre na h seicem Etacheinen die dritte Auflage 
erlebt in dei Kezenaion dei 1 Auflage von ^cberiing heifst et Die 
Auswahl aut dem groJijen Scbitze dei neueren deometiie fui den Schul 
Unterricht let Lerne kleine Äibeit Der Verf scheint una ubeiall das 
hechte getrofien au hibeo nm bti nfgeweekteu und strebsamen Schuleia 
daa Intereise an der Geometiie zu weektn ULd zu beben nnd indem 
wir daa vcihegende Werk nochmils der Beachtui g doi Lehrer der M'^ 
thematik auf das Wäimste empfehlen schliel^en wii uns dem Uiteile 
des ael Prof ^ fbcrl i n ber d<B Manuskript desselben -vi der eine Um 
lildnng vieler Teile lei m den Schulen gelehit n Geometrie an dei 
Hand der neueren Geometne für ein Bedüifms der Zeit erkläite un 1 
Jen vorliegenden Leitfaden alt eine willkommene Gabe für die 'schule 
betrachtete — Vergl H Z V x 441-474 — Dieses eine Bei 

epiel möge genügen Wie viel Auflagen hdt tn gleicher Zeit Kimbly^ 
Planimetrie erkbt die 188 4 in 74 AufH fje eischien i — Vtrgl auch 
H Z VI p 232—230 — H Z ■\II p 70—73 — H -i IS p 447—462 
=) Schlegel giebt in H. Z. XI p 186 cme veigleichecdo Tabelle 
der eingeführten Lehrbücher, der wn folgende« entnehmen Eamblya 
mathematische Lehrbücher sind an 217 Anstalten eingefflhit, dann folgt 
Koppe au 61 Anstalten, Mehler an 44 Eeidt in 29, wahrend es 65 
mathematische Lehrbücher giebt, die nui an je 1 Anstalt m Gebranch 
Bind. — Schlegel fügt hinzu: „Dal^ die tJualitAt der meiafcverbreitften 
Bacher einen Schlafs auf die im allgemeine i erieichte wissen schaff licht, 
Höhe des Unterrichts in dem beti Fache geatdttei wiid 

^) H. z. sr. p. 2. „ 

■*) Beiäijiele hierzu auch in Ü Z ^ p 376 voi Reidt in^e^cben 
Vergl. Dr. Ohrtmanna Kritik der Kamblj-jchen Liementainiathemitik 
nnd des Verfassers Entgegnung in H Z VlI p 449 nnd die sich daran 
anechliefsenden günstigen Beurteilungen — Vergl femei Kolbea scharfe 
Eeaension in der neuen österr. ZeitBL,linft fai ReaUchulen — Desgl 
Dr. H. Bolze in H. Z, IX. 190, der Kamblj Leichtfeitigkeit und m-^o 
geinde Logik vorwirti § 27 wird als eenaitionelles Beispiel eiwahnt 
der Beweis für die Gleichheit der Basis wmkel tls un mathematisch zui ick 
gewiesen. — H. Z. IX. 319 findet «ich noch folgende Anmerking- Z 
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Verfolgt man die Bestrebungen aufmerksam, so ist aber 
deutlich, dafs das Alte sich überlebt hat,'i^) dafs dessen Un- 
zulänglichkeit, ja Schädlichkeit erkannt ist und dafs etwas 
Neues an seine Stelle treten mufs. 
188 Nun ist die grofse Frage, '■*) Reform oder neuere Geo- 

iwometrie? Es scbeint aus all dea angeführten Aufaerungen und 
122 Thatsachen hervorzugehen,^) dafs eine Revolution zu gunst en 
203 der neueren Geom etrie ohne Erfolg verlaufen würd e. — Es 
darf jedoch nicht unerwähnt bleiben, dafs Versuche mit 
neuerer Geometrie teilweise schon angestellt sind,*^ besonders 
in Österreich, wo auf dem Gebiete der dai 'stellenden fjeomctiie 
Ausgezeichnetes geleistet wird. 

Dagegen mufs entschieden eine Retoim dcsj |j;eonieti ischeu 
Elementarunterichts gefordert werden jn dem Sinne,') dalb die 
neueren Methoden, insofern sie das Veistinduis und die Einsicht 
nicht erschweren, sondern erleichtern, und insofern als sie 
gröfsere Anschaulichkeit und natürlichen, Beweisführung ge 
währen, dem geometrischen Elementar unteinthte dieustb-tr ge 
macht werden. 

„Nachdem die Methodik zur Erleichterung wesentlich bei- 
geti'agen./) den Stoff zusammengezogen hat, ist es möglich, 
auch ans der neueren Geometrie einzelne Partieen aof^uuehmen, 
was sich ebensowohl wegen der Eigentümlichkeit und All- 



(len EeaenBionen von E'UnI ly Auch n den BlLittern für das bairischo 
Gjmnas al und Etalechul t h n ist lu Ld \III Iloft 3 eine aljf^lligo 
GezenBiou des obengenannten Builies enthalten 

') Yeigl hieizu Keidt Anleitung ^ 43 und fe 44. 

^ Veigl die Eeaonsion von Stoll Aöfangsgi-ündo der neuereu 
Geometrie für die oberen Elaasea etc. — in H. Z. III. p. 488—495. 

') Vergl. Sturm, Die neuere Geometrie auf der Schule. 

H. Z. I p. 474-490. — Ferner: H. Z. II. p. 391—409. — H. Z. II. 
p. 491 ff. H. Z. in. p. 11 f. — p. 249—264. — 266. 

*) Vergl. H, Z. XIV. p. 73. 

s) Vergl. H. Z. SVIII, p. 58, 

^ Vergl. auch: H. Z. II. p. 228—239. 

') Vergl, die Eezeiision der Eeckuagelschea Geometrie (München 
1871) in H. Z. III, p. 232 und ebenda p. 286 die Besprechung des Brock- 
mannsclieu Lehrbuclies, 

=) Schmidts EncjclopMio IL (?) p. 734. 
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gemeinheifc der Methoderij als wegen der weitgreifeiiden Aii- 
weiitlbarkeit der gefundenen Wahrheiten empfiehlt." 

Und Prof. Günther sagte in seinem Vortrage „Die päda- 
gogisch verwertbaren Errungenschaften der Neuzeit" auf der 
32. Versammlung der Philologen und Schulmänner zu Wies- 
baden:^) .... „Es kann im besondem uns Gymnasial- 
lehrern .... meiner Meinung nach zunächst nur darauf an- 
kommen, dem projektiv! scheu Grundgedanken gleich vom ersten 
Anfang an zum Durchbruch kh verhelfen;^'*) dies thun wir, in- 
dem wir sofort den wichtigen Begriff des Parailelismus ein- 1^ 

') Denselben Gegenatand bahandelt ein Vortrag von Prof. Hauek 
(TabiDgen) Übei diebtellung dei neueren Gt-ometiie zm Euklidischen 
Geometr e und übet die Anfnahn-e dei eisteiea in den Lebrplan dei 
lOkla eigen Beilschuien und Bealg^mi asieii gt'haltea m lei matbema 
ti6ch natuiwiBsenschafHichea Sektion der 31 Vöisammlung deutschei 
Philologen und 'ichulnianner m lubingen vom '5 bis 28 Septembci 
1876 — Siehe H Z VI! p 510 514 Hier seien lie irei Satze wielei 
gegelen in die Prof Hanok seinen Vortrag ausammeufafst 

1 Es ist mit BuekBH,bt auf dea gegenwSitigen Stand sowohl dei 
Mitbemitik als der teohnischen Vi isaenschafteii 1 mgendea Bedürfnis 
dafs die neuere Geometue in len Lehrplan dei lOklis'igen Eealsohulen 
und BealgymaaBien aufgenommen weide 

2 Die Heiube nähme lon einzelnen Sätzen dei neueren Geometne 
als Anhängsel dn die E khdibehe Geomelite kann dioaes Be lurf üis nicht 
befriedigen ^ndreiseits müssen die m jungater Zeit gemachten Vei 
suehe emPi Verschmelzung der Geometi e der La^e und der Geometne 
des Maftea teils als ib en Zwtck nicht eireuhcnd teils als veiunglückt 
bezeichnet weiden Dagegen ist die reforniuncg dei Euklidischen Geo 
Dietvie im Smne lei neueren Geometiie ein dringendes Bedürfnis 

3 Die uituigem ifseste Stelle tui d e EinsehaJt ing dei neueien Geo 
nietiie in den Lehrplan der hoheien L hianatalten ist im Anschlufs an 
die deakiiptive Geometrie und zwai swi hen dem I und II lei! dei 
selben nach dei landläiflgeu Einteilung 

Die EeBolutionen der Veisammlmg die aioh hieiaji ansehlosseii 
Bind weiter oben im Text angefühlt 

Vergl hierzu Aurfdhiliehere Mitteilungen eine& Pasaua aus dem 
Vortrag über die feteiluug dei neueien C ometne zu Euklidscbtu von 
Hauck H Z VIII p 91-96 

) Gunthei Die pädagogisch verweitbaien Eiiungenachiften le 
Heuzeit Voittas etc siehe H Z IX p 60—88 Seite b4 

I Vb gl Buehl II der T b(,i lie \ uthctihthe B handlung dei 
KBt,tRlntte luf G^m teen H Z \ i 0-"ü 
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fülii'en, die (.5ruüdgt;l)ilde der Geometrie der Lage, Strahleii- 
büscliel, Ebenenbilschel, gebührend betonen und soviel als 
möglich die prinzipielle Scheidung zwischen Ebene und Kiiuin 
als unuatilrlich fortfallen lassen.') ^ Es werden dann die 
Arbeiten von Wolf, Frischauf, Hankel, H, Müller erwähnt 

und gewüj-digt Bei dieser Art der Auffassung .... 

werden wir fürs erste bestehen und auch mit der Euklidischen 
(leometrie, welche aus unzähligen Cirüuden doch auch Manches 
für sich hat, einen leidlichen modus vivendi herstellen können." 
Es folgt dann noch ein Loh der Ivonstruktions aufgaben. 

Bei der Betrachtung der neueren Methoden scheint mir 
von ganz besonderem Werte die üufserung, dafs das Ideal der 
geometrischen Beweisführung die Evidena der Notwendigkeit 
sei; dal's aber Beweis und Lehrsatz nicht als glücklicher Ein- 
fall eines besonderen Gelehrten oder als zufällig gefundener 
Kunstgriff erscheinen dürften. Nur möchte ich diese \^'ahi- 
heit auf das ganze Hystem <ler Elemeutargeometrie ausgedehnt 
wissen, auch dii' Reihenfolge der Sätze und ihr Zusammen- 
hang darf nicht als etwas zufälliges erseheinen, die Entwick- 
lung der Geometrie mufs durchaus nach genetischen Grund- 
sätzen erfolgen. 

In vielen Ausajirüchen finden wir diesen Grundsatz auf- 
gestellt*), von denen nur einige hier angeführt werden sollen: 

„Am wenigsten sind die nach breiter dogmatischer Me- 
thode, nach dem Muster Buklids bearbeiteten, eine genetische 
Anordnung gänzlich verschmähenden Lehrbücher für die Schule 
brauchbar", oder: „Eine Lehrweise, welche schriftlich uud 
mündlich lediglich die dogmatische Methode in der alten von 
Euklid ererbten starren Eorm befolgt, ist schonungslos zu 
verurteilen", und ferner ein Ausspruch, der uns, die Lehrer 
der Mathematik, besonders nah angeht:^) 
10 Gerade diese Methode (die dogmatische) hat dem mathe- 



') Man vergl, hiurzii das mtlirfach /itiei'tü Progiwiim vou Wuliwe- 
i-ing. Coesfeld 1889. 

*) Vergl. E. Müller, Offüntii Brief ac den Uemuageber. — H. Z, 
in. p. 370—76. 

■') H, Z. I. i>. 346-47. 
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matischen Unterricht emplindÜch geschadet, da sie das Dogma 1:1 
von der Uubegreiflichkeit der Matliematik mit befestigen half." 73 
Einen wesentlichen Fortschritt auf dem Gebiete des elemen- lo« 
taren geometrischen Unterrichts bedeutete die ^ Eitifilhrung des so 
BO genaniiten propädeutischen Unterricht s. ' '^) In der richtigen us 
Weise erteilt macht derselbe nicht nur den Schüler mit den an» 
Gebilden der ebenen Geometrie vertraut,^"*) er nützt auch da- «7 
durch, dafs der Schüler unter Aufsicht sich an den Gebrauch aa 
von Lineal und Zirkel gewöhnt. Die durch eigene Anschauung »i 
und eigene Ausführung mit Lineal und Zirkel erworbene ver- ci 
traute Kenntnis geometrischer Formen mufs auf dieser Stufe 
den Ersatz bilden für die mangelnde Fähigkeit folgenchtigensii 
Schliefseus, Der vorbereitende Unterricht beschränkt sich aufm 
die Übung der Anschauung; die Übungen im Schhefsen müssen 11 
der wissenschaftlichen Geometrie vorbehalten bleiben; ja viel- im 
leicht kann sogar in den letzteren anfänglieh von strengeren itiä 
Beweisen abgesehen werden, da ein geübteres Schlufevermögen iv5 
bei den Schülern vorausgesetzt wird, als der betreffenden Alters- vr, 
klasse zugemutet werden kann. Über die zuletzt erwähnte 1;; 
Schwierigkeit aber würde man leicht hinwegkommen, wenn 
man die Arithmetik erst in Sekunda begönne. Dann könnte 
der propädeutische Unterricht in der Geometrie noch durch üi 



') Man vergleiche hierzu; Eeidt, Anleitung. § 40 u, § 41. 

') Vergl. Hoffmann, Proben aus einer „Vorschule dei Geometrio". 
H. Z. IV. p. 23-35. 

') Vergl. die geometrische Formenlehre vor einem Vereine Leipziger 
Lehrer. H. Z. XX. p. 468—473. 

") Erler, Ein propädeutischer Unterricht in der Geometrio ist not- 
wendig, H Z X p 7()— 77 These „!n der Geomekie ist ein beson- 
derer [irop^eutiEther Unteintlifc nötig, welcher jedoch dem Inhalte des 
geometiisehen Lehiganga nii,ht vorgreiten darf." 

«) Vergl die ReTeoMOn -von J r V. Hoffmiiiin, die Vovschule 
der Geomttue H Z V p 2.,7— 43 

*) Vergl H KieTslm^, dia geometr. Zeichnen als Vorschule für 
den math, UnterricM. - H. Z. 1. p, 47—59. 

') Vergl. 0. Meyer, der geometrische Zoiobenimterrieht in Quinta. 
Schweiz, Progymnasinm. Progr. Nr. 38 besprochen in H, Z. XYI. p. 620. 

") Vergl, Diebmann, Der (erste) geometrische Unterricht, eine 
Naturgeschichte des fiaumes. H. Z. XX. p. 381—382. 
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i;odie ganze Quarta hindurch fortgesetzt werileü und würde so 
301 erst in seiner vollen Bedeutung zu Tage treten, 
aoö Freilich mülste er sich dann nicht auf einfaches Figuren- 

zeiehnen beschränken, sondern gewissermufsen die Anfangs- 
gründe der Geometrie der Lage umfassen, jedenfalls mii^te er 
30 erteilt werden, dafs er die Bewegung der Figuren oder 
vielmehr die Entstehung derselben durch Bewegung verdeut- 
lichte. 
711 So würde durch die blofse sinnliche Anschauung,') ohne 

2117 dafs irgend ein Anspruch an abstrakte Vorstellung gemacht 
1(13 zu werden brauchte, der Schüler mit den Gebilden der Plani- 
metrie vertraut werden. Der Grundsatz vom besondern zum 
allgemeinen ist nirgends mehr als gerade hier anzuwenden. 
Nicht minder soll der Schüler schon in der Propädeutik einen 
Vorgeschmack der genetischen Methode bekommen, nach 
welcher die räumlichen Gesetze naturgemäfa (ungekünstelt) 
aus- und aufeinander folgen und sich entwickeln. Es sind hier 
ebenso wie in der wisoenschaftlichen Geometrie die Aufgaben 
nach dem genetischen Prinzip zu ordnen.^) Erst im eigent- 
lichen wissenschaftlichen Unterricht, der also mit Tertia erst 
beginnen würde, müfste man davon absehen, nur zur sinnlichen 
Anschauung und zur bildlichen Darstellung konkreter Gröfsen 
durch Zeichnung anzuhalten, sondern die Schüler auch sehoii 
zur reinen Vorstellung der abstrakten Gröfsen und Gebilde 
hinleiten, was durch die Vorübungen und bei dem gereiften 
Verstände der Schüler ohne grofse Schwierigkeiten geschehen 
könnte. Das, woran wir jetzt leiden, ist im grofsen und ganzen 
eine mangelhafte Ausbildung der Grund Vorstellungen, denn 
infolge davon tritt allzu leicht im Verlauf des mathematischen 
78 Unterrichts ein gelegentliches Versagen ein, ein Übel, das auf 
88 dem natürlichsten Wege geheilt wird, wenn wir auf die ersten 

') Vergl, hierzu: ReiUt Anleitung, § 18 

^) Vergleiche: Falke, Über eine neue Ueh^ndlunf, der \hiilichkeits 
lind KongruenzBätze. — Arnstadt 1875. — Progi 

Ferner: Hoffraann, Vom ÄllgtmeiiiLii /um Besondeun odii \om 
ÜBaonderen zum AllgemeiGon? — H. 2. III y 306-367 

J. C. Becker, Ein Brief an den Hei-auEgebci IV p 129— IJl nthst 
Entgegnung, p. 181—133. 
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Anfänge recht viele Sorgfalt verwenden, zuerst der Anscliauuug isö 
lind der Ei-ziehung der Vorstellungskraft recht breiten Baum 12 
gewiihren, dagegen die abstrakte, rein logische Betrachtungs- 11 
weise möghchst lange bei Seite halten. Wird diese dann im 
Unterrichte eingeführt,^) dann tritt jene oben erwähute Wechsel- in 
Wirkung ein; die durch Anschauung gewonnene Geometrie 
regelt nun die Anschauung. 

Bei dieser Betonung des propädeutischen Unterriclites mufs 
aber vorausgesetzt werden,^) dafs derselbe in den Händen eines ay 
ausgebildeten Mathematikers liegt oder dafs wenigstens der 
erste Mathematikus der Anstalt eine sorgfältige Oberaufsicht 28 
darüber hat;') denn wie auf der einen Seite der Nutzen ein 
erheblicher sein wurde, könnte ein falsch geleiteter propädeu-w) 
tischer Unterricht einen nicht oder nur schwer wieder gut buioi 
machenden Schaden anrichten. 

Wenden wir uns nun zu dem wissenschaftlichen geome- aoa 
trischen Unterricht,*) so stöfst uns gleich zuerst wieder einiw 
"Übelstand auf, der ein Erbteil Euklidscher Methode, leideri97 
noch in fast allen Lehrbüchern, mit wenigen rühmlichen Aus- 1"2 
nahmen zu finden ist, ich meine die S ucht zu definieren.^) 
Wie oft ist auch hierüber schon geklagt worden und dochiaa 
haben wir uns davon noch nicht befreien können. Noch it;i 
immer wird der Schüler mit Definitionen völlig unbekannter 
Kaumanschauungen überschüttet und die Speise dann durch an 
dogmatischen Vortrag Eutlidscher Beweise vollständig un-sa 
geniefabar gemacht: ''~^) oder im Gegenteil eine völlig bekanntem 



') Verg!. Der Gymnasialuntcrriclit von .1. H. Deinhardt. — Ham- 
burg, Perthes. — [i). 183 ff.] 

») Vergl. n. Z. IL p. 108. 

^) Vergl, H. Z. XVHf. p, 620. 

*) Vergl, hierzu: Eeidt Anleitung f 42. 

'") Vergl. H. Schotten, Zur Definition des Winkels. Tl. 2. XX. 
p. 481—501. 

^) Vergl, J. Kober, Über die Definitionen der geometrischen Grund- 
hegi'iffe. H. Z. I. p. 328. 

') Vergl. Ciala, Zu dem Anfeatze von J. Koher: Geometrisohe 
Grundhegriffo. H. Z. JI. p. 42—44, — Ferner; H. Z. II. p. 211. 

") Hoffmaan, Studien über geometrische Grundbegriffe. — H. Z, 
III. p, 443—452, -. p. 523—534. — IV. p, 102—119, 
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II ßaumaiiiäcliauuiig wird durch eine uioglichst verzwickte Defiiii- 
is tion mögUehst verdunkelt. ') 

18 Man lasse doch einfach die Definitionen weg und knüpft 

41 anfänglich an die sinnliche Anschauung und den damit un- 
«bewufat verknüpften Begriff au, man wird unendlich viel 
51 weiter kommen. 

15 Um nur ein Beispiel zu erwähnen;^) wie müht man sich 

«sab, dem Schüler eine Definition der Geraden einzuprägen, an- 
statt einfach diesen Begriff als einen a priori vorhandenen zu 
betrachten und davon auszugehen. Nebenbei gesagt haben 
diese Definitionen gewöhnlich auch an und filr sich geringen 
Wert und es scheint mir sehr wahr zu sein, wenn Tyndall 
sagt: „Es erhielt niemals jemand einen Begriff von einer ge- 
raden Linie nach der Definition, die Euklid von ihr gab." 

ähnlich ftuJJsert sich van Swinden:^) „Es verhält sich 
mit dieser Erklärung, wie mit allen Erklärungen von Dingen, 
die zu einfach sind, als dafe sie noch einer Erklärung durch 
Worte fähig wären, — sie sind alle ungenügeüd und mehr 
oder weniger dunkel." 

Auch Ulrich in seinem Lehrbuclie der reinen Mathematik 
(1836) sagt:*) „Die gerade Linie iat eine so einfache räum- 
liche Gröfee und ursprüngliche Vorstellung des Verstandes, 
dafs es schwer halt, deren Begi-iff auf audere einfachere oder 
mehr bekannte Begriife zurückzuführen. 

Kunze in seinem Lehrbuehe der Planimetrie erklärt:^) 
Eine Linie heifst gerade, wenn sie in allen ihren Punkten 
einerlei Richtung hat — und fügt in einer Anmerkung, in 
der er die Deünition Euklids anführt, naiver Weise hinau: 
Man hat noch verschiedene andere Erklärungen der geraden 



') Hoffmann, Die PrinEiiäeii ile» eisten Bui:hes von Euklids 
H. Z. UI. p. 114—143. 

*} Ea sei aucli an dieser Stelle noch einmal beaomleis auf g 42 ia 
ßeidta Anleitung hingewiesen. 

") J. H. van Swindens, Elemente der Geometne heraasgegehon 
von C. F. A. Jaeohi. — Jena, Frommann. 

') Lehrhach der reinen Mathematik ^on tl. C. J. Ulriok -- üot 
tingen, Tandenhßck u. Rupreolit, 

5) Lehrbuch der Geometrie von Dr. C. L. A Kunze. ~ Jena, 
Frommann. 
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Linie, alle abur setzen im Gnmde voraus, dafs man bereits 
wisse, was eine gerade Linie aei. 

Auch Ed, Müller tadelt die unhaltbaren Definitionen, 
während Rausenherger a. a. 0. auf alle derartigen De- 
finitionen verziebtet und die Fundanientalgebilde einfach als 
durch die Anschauung gegeben annimmt, so Punltt, wie Gerade 
resp. Linie überhaupt, Ebene, Fläche und Körper und noch 
öfter im Verlaufe der Arbeit auch ganze Lehrsätze^), die man 
früher zu beweisen beflissen war. 

Auf der andern Seite darf luan aber hierin auch wieder i9» 
nicht zu weit gehen, denn wenn auch zugegeben werden 
mufs, dafs diese Begriffe in der menschlichen Anschauung be- 
grüudet sind,^) so müssen dieselben doch zum Bewufstsein ge- 
bracht werden.^) 

Ähnlich verhält es sich mit den Grundsätzen. Hier sollte iiiä 
man nicht zu sparsam, sein. Allerdings verstehen sich allei«» 
diese Sätze von selbst, sonst wären es keine Grundsätze, aber «s 
dennoch fordert es die wissenschaftliche Strenge, damit mau 
sich dessen bewufst werde und bleibe, dafs sie auch ausdrück- 
lich ausgesprochen werden. Solc her Grandsätzfl miis-gan ein e 
vie l grofaere Anzahl aufgestellt werden, als Euklid gi e b t 
Bei B Muller finden wir z B 24, darunter auch zugleich«^ 
steieometrische*) i**! 

Ebenso wie die Sucht nach Definitionen verwerflich ist, isfi 
ibt es diejenige nach Beweisen So wird z. B., abgesehen vouih 

') „Tu dei Rezension untr Abhamllung von Drobiach über den 
ßpgiift des Stetigen scliieibt bchnuse 'Was femer d e fast i I wo t 
lieh gewordene Evidenz an Strenge der malhematiacl en B g ff b tr fit 
ao mufs Refeient often bekennen, dafs ne leider sehr ft n ht o band 
ifit^ selbst liei den letten Autoien, und es kann hl k m n 
inderenWiBsenschaftinphr willkniliLheBegriftabeatini n 11 o h 

Beweise nnd dberhauit Veriphitheiten geben wie in 1 Math tk 

Veigl H Z V! p 266-67 

') H Z I p 323 Anafuhihche Besprechung des E. Müllerachen 
Werkes „Elemente der Geometiie, -.tieng systematisch dargestellt" dntch 
Bnelihinder — bchnlpforta, 

») Vergl. H. Z. III. p. 347—366. 

') Elemente der Geometrie, streng systematisch dargestellt von Dr. 
E. Müller. I. Grundvoratellungoii der Geometrie. — Brannachweig, 
View Gg. 
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iSäEuklid und viekn anJeren, aucii vou Logeudre und Kunze 
ausiler Lehrsatz aufgestellt: „Alle rechten Winkel sind emani3er 
gleicli" und bewiesen. Kober sagt hierKii:'^) „Man möchte sieh 
wundern, dafs noch kein Mathematiter bewiesen hat,^) dafs 
alle Viertelstunden einander gleich sind".^) In solchen Be- 
mühungen gipfelt in der That die Beweismanie vieler Mathe- 
2« matiker. Ein schlagendes Beispiel, das noch hierher gehört, 
105 ist, dafs in einem Lehrbuche der Planimetrie der Lehrsat« 
108 aufgestellt wird:*) „Jeder Kreis hat nur einen Mittelpunkt." 
Dieser geistreiche Lehrsatz wird dann ausführlich bewiesen. 

Durch diese Bemerkungen soll die Wissenschaftlichkeit 
des Unterrichts durchaus nicht getroffen werden, im Gegen- 
iioteil wenige, aber gute Definitionen, nur notwendige Beweise 
werden wissenschaftlicher sein und mehr Nutzen bringen, als 
bisher dieser Zweig der Mathematik gebracht. Es erhöht 
sich aber noch die Bedeutung des Verfahrens, wenn wir be- 
denken, dafs auf diese Weise der plani metrische Elementar- 
unterricht ein viel extensiverer werden kann, so dafs die 
Lücke wegfällt, die zwischen den höheren Lehranstalten und der 
ÜJiiversität weit klafft. „Den gründlichen, streng wissenschaft- 
lichen Unterricht in den Elementen der Mathematik erklärt 
die Schule, namentlich in den unteren Klassen, für zu schwer: 
111 die Universität aber betrachtet die Elemente als zu leicht und 
15» setzt sie ohne weiteres als hinlänglich bekannt voraus und 
baut auf dem Fundamente fort, unbekümmert, ob dasselbe 
fest und sicher ist.^) 

') J. Kober, Bcspraohutig des Lehrbiiclies von A. Ziegler. H. Z, 
I. p. 239—242. 

') Becker, Abhandlungen ans dem Grenzgebiete der Mathematik 
und Philosophie. 

=) H Z III p 136 

*) Vergl Hoffmann, Zm Didaktik. 1) Auch eine Mahnung an 
die Mathe nuitikci H Z IX p 276 — Ferner Hoffmann, Zu den 
unnSbRen Beweisen — H Z X p 414—16, — Ferner Reidt, Kleine 
Beraeikungen zum Uateincht m dir Planimotue H / \IV p 18-21 
und Entgegnung Hoffminna, Dia Fanatikei Je? Beweisens H Z XIV. 
p, 22—25. 

^) Hankol (Antritt erede) nimmt wohl luih diesen Standpunkt ein, 
wenn er sagt: „Hat di>r Schi'iler den Ünteibiu m st'in'Ti giolsen '.rund- 
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Ein anderer schon oben erwähnter Übeiataüd ist die oft 
nur äufaerliche Aneinanderreihung der Lehrsätze, so dafa aie 
in ihrer Aufeinanderfolge einen ähnlichen Eindruck machen 
werden, wie der dogmatische Beweis des einzelnen Satzes, als 
das allerdings anzustaunende Werk eines Gelehrten, der Glück 
beim Erfinden gehabt hat. Um auch hier nur ein hemerkena- 
wertes Beispiel zu geben, so werden die Kongruenzaätze nicht 
einem einheitlichen Prinzipe untergeordnet, ja sie folgen nicht 
einmal unmittelbar aufeinander,^) sondern sind meist durch 
die Sätze über das gleichschenklige Dreieck unterbrochen.^) 

Ein anderes Beispiel ist der berühmte, beinahe hätte ich 
gesagt berüchtigte Pythagor MSche Le hrsatz oder vielmehr der 
Beweis desselben mittelst FlUchenvergleichung, der den Sehrecken 
der Schiller bildet und noch oft später als etwas Schreckliches 
erwähnt wird, wenn nur noch der Name Pythagoras, aber 
längst nicht mehr sein Satz, geschweige dessen Beweis be- 
kannt ist. Uausenberger a, a. 0. verweist ihn an die ein- 
zige ihm gebührende Stelle — in die Propo rtion sichre, wo er 
sich auf das leichteste und natürlichste ergiebt, dadurch, dafs 
dies die einzige Stelle ist, wo er ihn behandelt. 

Auch die Lehre von den Proportionen am Kreise bedarf 



öligen veistanden diim hmaif m die Rihe Vcn oben ci?t lun mai 
den Bau der Fundimente und iliiei /wecli recht eiliennen Wei zi 
lauge da uütpu blLibf leriieit die Lust und die Kiift den Gang m die 
Hohe KU wagen Wherc is a will theie it, a way 

Man hebt es «u& Matheinatikein voizuwerfen dars Wir niclit genug 
RuckBicht nehmen auf die KrWte dur Anfänger Man mache 

hjheie Ansprüche und sie werden erfüllt werden' 

Dagegen machte Gunthei (Wiesb'vJen 1877) auf die sich immei 
mehr vergrifsemde Kluft awiachen den hiliereu Lehianxtalten tiHd dei 
Lniversität anfiueiksani schlug vor diesei diohenden Gefahr durch eme 
liirweiteiung des Penanma zu begegnen und das unheilvolle FicigniH 
einei Toll geu Lösung des nothwendigen inneren Zusammenhaags m dem 
Unteriichfeswesen dadurch hi ii tanz u halten 

Man vergl feiuei Müller Mahnung an lie MithemaliKci H Z 
VI p 368 ff — 'Schlegel l^er Ziele unl Metloden 1er Seh il Geo 
netne H 7 Vir p 179—184 

) ^eigl Reidt Kleine Bennrk ngen fim Lnteiiicht in dei Plam 
nietrp H 7 XII i 8—17 

Vergl h in pnl rs,er j 34 J i 4 
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durchaus einer UmgestaUiing im Sinne der neueren Geometrie, 
liier ist meines Erachtetia eine Gelegenheit, die Anschauungen 
und Methoden der " neueren Geometrie ungezwungen in den 
Rahmen des Schulunterrichts hineinzubringen, so dafs Aus- 
sprüche wie der folgende nicht nur fromme Wünsche ent- 
halten:') „Eiue auf neuen Grundlagen beruhende Darstellung 
der Geometrie wird den Unterrieht voraussichtlich in dem 
Grade erleichtem, dafs er auch die einfacheren Lehren der 
neueren Geometrie in gebührender Weise wird berücksich- 
tigen können, ohne mehr Zeit in Anspruch zu nehmen als 
bisher," 

Die Betrachtungen der vorliegenden Abhandlungen sollen 
sich auf das Gebiet der Planimetrie beschränken; sie spielt 
als das Anfangsglied ja auch die wichtigste Koüej einer Um- 
gestaltung des Unterrichts in der Planimetrie müfste not- 
wendig diejenige der Stereometrie folgen. In Bezug auf die 
letztere machen sich ja auch schon bedeutende Stimmen be- 
merkbar, die eine Änderung der gewöhnlichen Methode an- 
streben, die Frage wird aber wohl über kurz oder lang ihrer 
Entscheidung entgegen gehen. 

Meinen Ausführungen Ober den planiraetrischen Unter- 
richt möchte ich noch eins hinzufügen.^) Nach meiner An- 
sicht müsste der Z gtcb aiu nterricht mit dem geometrischen von 
100 Anfang an systematisch verknüpft werden, ja ein rein geo- 

23 metrisches Zeichnen müfste der einzige Gegenstand dieses 
HS Unterrichts Zweiges auf der Schule sein. Durch einen so ge- 

s--. leiteten Unterricht würde der Schüler mit der Handhabung 

■''I von Linea! und Zirkel vertraut werden, ja bei der reichlichen 
Zeit würden die Schüler es zu einer gewissen Vollendung 
bringen können, die äufserst befruchtend auf den wissenechaft- 

«s liehen Unterricht in der Geometrie einwirken würde. Das 
obligatorische Zeichnen müfste aber auch noch in Sekunda 
und Prima eingeführt werden und sich als Ziel das perspek- 



') Vergl. Schlegel, Über Ziele und Methoden der Soliul-Geometiie. 
IJ. Z. Vn. p. 183. 

') Vergl. Kieasling, Das georastriachc (^eicbnen ala Vorschule ffit 
den iiiatheniatischen Unterricht.. — H. Z, I!. p. 47. 
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tiviscte rcsp. projektivisehc Züichnei] stecken.') Würde das 
erreicht, so würde ein grofser Teil der Vorwürfe gegen das 
Gyrouasiam schwinden, fl^ 

Es sei mir gestattet meine Äosichten hierüber durch eine 
Vergleichung klar zu stellen. Das Ziel gleichmafsiger Äns- 
bildung für alle und einer harmonischen Ausbildung des ein- 
zelnen mufs für das Zeichnen ebenso gelten, wie für alle an- 
deren Fächer. Das Gymnasium soll nicht für einen bestimmten 
Beruf vorbereiten, sondern für alle. Wie nun der Mathema- 
tiker nicht Mathematiker heranzieht, der Gesanglehrer keine 
Solosänger, der Turnlehrer keine Turner heranbildet, sondern 
der erste durch die Mathematik auf den Geist einwirkt, der 
letate auf einen kräftigen, gewandten Korper hinarbeitet, so 
soll und darf auch im Zeichenunterricht nicht auf künst- 
lerische Ausbildung der Wert gelegt werden. Das Ziel braucht 
nicht zu sein, eine Landschaft oder einen Kopf künstlerisch 
zeichnen zu können, — derartige Leistungen müssen für den, 
der sich da/.a berufen fühlt, ebensogut in Privatstunden ge- 
fördert werden, wie etwa die Ausbildung der stimmlichen 
oder sonstiger musikalischen Anlagen — - sondern das Zeichnen 
mufs einzig und allein in systematischer Verbindung mit der 
Mathematik stehen, deren dienende Schwester sein. Für meine 
Ansieht spricht meiner Meinung nach auch das jetzt im Turn- 
unterricht zur Geltung gekommene Prinzip: früher vorzugs- 
weise Gerätturnen, Einübung besonderer Kunststücke, Aus- 
bildung besonders kräftiger Schüler, jetzt Reigen und Turn- 
spiele der Gesamtheit, an denen auch der weniger Kräftige 
sich beteiligen kann, um so auch des Nutzens teilhaftig zu 
werden. 

Zum Schlüsse mochte ich noch einmal meine Ansichten 
kurz zusammenfassen und der besseren Beurteilung wegen in 
Thesen aussprechen: 

1) Der geometrische Unterricht miifs vor dem 
arithmetischen entschieden bevorzugt werden, weil 
er die Grundlage bildet, weil er in den unteren 
Klassen verständlicher ist. 

*) ¥ergl. Holzmüller, EiEfühning in das atereometvisclie Zeiehneii. 
Leip-iig, Teubner. — Besproclien in H, Z. XVIIT, p. ftlö— GSO. 

Sohottou, ä,:r piimimat.-. UntBi-ritht. ;! 
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2) Der aritlimetisclie üoteri-ictifc beginnt erst iK 
Sekunda. Einzelne Teile erfordern nur mechanische 
Einübung. 

3) Die Metliotle des goometrisclien Unterrichts 
ist im Sinne der neueren Geometrie umzuformen, 
ohne jedoch die Zwecke der Schule zu verläugnen. 

4) Der Zeichenunterricht mnfs für alle Klassen 
obligatorisch gemacht werden, ist jedoch im syste- 
matischen Zusiiranienhange mit der Geomeirie zu er- 
teilen iilso ein rein geometrisches Zeichnen. 



Zitate. 

1 Je einmütiger iillo Mathematiker und fast alle anderen, 
die sich mit diesem Gegenstande beschäftigt haben, hierin sind, 
um so gröfsere Verwunderung mufs es hervorrufen, wenn wir 
in der neuesten Pädagogik, dem viel gerühmten und vielge- 
lesenen Handbuch des Hrn. Prof. Schiller die entgegenge- 
setzte Ansicht vertreten finden. Seite 552 a. a. 0. heifst es: 
„Es ist eine viel erörterte Frage, ob die Mathematik für alle 
Schüler bis zu einem gewissen Umfange erfafsbar sei, und 
theoretisch wird man sehr leicht damit fertig,^) indem man 
sagt, dieselbe sei eine reine Veratandeswissenschaft, und wer 
überhaupt denken könne, müsse auch Mathematik im schui- 
mäfsigen Umfange lernen können. Dieser Theorie entsprechen 
indessen die Thatsacheu nicht , so wird doch be- 
züglich des inneren Sehens sich immer ein recht 

bedeutender Unterschied unter den Schülern bemerkbar 
machen." 

Das letztere wird gewifs Niemand leugnen wollen; das 
ist aber keine besondere Eigentümlichkeit der Mathematik. 
Wenn wir nicht auf allen Gebieten des Unterrichts mit den 
„sehr bedeutenden Unterschieden der Schüler" zu 
kämpfen hätten, so würde wohl die pädagogische Kunst auf 



') Der vfiBtCLkt Iiierin liegende Vorwurf der oberflächlichen Behand. 
Ivrng dei Fiage durfte nicli den folgenden Ausfall run gen för Prof. Schiller 
ein KU nicl fliegender Tfcil Knivi. 
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einer migleicli höheren Stufe stehen, als jetzt, ja sie würde 
längst ihrer Vollendung unendlich nahe haben gebracht werden 



icht im 1 

Mathe- 
üfeu wir die 



können. Diese Worte Schillers können also nie 
als ein Beweis für die besondere Veranlagung, die 
matik erfordert, angesehen werden. Aber 
Schillersche Ansicht etwas näher. Bei den Worten „viel 
erörterte Frage" zitiert Schüler drei Aufsätze aus J, J, f. P. 
— darunter eiuen betitelt „adversus matheraaticos" — je einen 
Aufsatz aus Dittes' Pädagog. und aus Z. R. W., ferner Witt- 
stein iWethode d. math. Unterrichts. Ich bin weit entfernt 
zu glauben, dafs Schiller alle seine Quellen angegeben, aber 
niemand wird es einem Mathematiker verdenken köjinen, wenn 
er bei einer so wichtigen Frage wie die vorliegende das Ver- 
langen stellt, Reidts Anleitung zum math.ünterricht undHoff- 
manus Zeitschrift für mathematischen und u atiir Wissenschaft - 
liehen Unterricht als Hauptquellen angegeben zu finden:') 
und dafs er, wenn diese fehlen, mit einigem Mifstrauen auf 
die Zuverlässigkeit der vorgetragenen Ansicht an diese heran- 
geht. Wenn der philologische Verfasser einer Pädagogik es 
nicht für nötig findet, sich mit derjenigen der Mathematik 
eingehend zu beschäftigen,^) so mag er doch dieses Kapitel 
anslasseji und auf spezielle Werke wie Reidts Anleitung — ja 
selbst Wittsteins Methode hinweisen.''^) Das würde sicher- 



) Dich wuiöp aW id iig5 bai Ici Beantwortung Jei Fia„e „euau 
das cntgpgeagcsetzt EeaulUt s ch eigeben haben ah zu dtm ^i.liiller 
gekommen ist 

) Dala Si-1; Her die Mittematik hoch BchdtEt als Bildung mittel, 
geht aus eiuei weitir intsn au geführten &t«lle henor 

') Es ist gemeint Wittatein die Methode des mathea atischen 
Unttiucht — Man ve ^1 iie Bezeasion dieser Sehnte in H Z XI p 291. 

*) Rtth widmet / L m 'Piner Gymnasialpa lagogik dei Mathe- 
matik gar keinen Abschnitt Aus welchen Giunden das leuchtet überall 
da ein wo ei dei Mathemitik Erwalinung thnt El w 11 die'.elbe über- 
haupt aus dei hOlieien Schule veiVannt wieaeu nenig^tens als ein obli- 
gato i'iches Fach dabei zeigt ei dieselben Ansichten nbei besondere 
Veranlagung für Mathematik wie Schillei Er »agt auch p 11t (ich 
zitiere Mach dei 3 Auflage lb74) die allgemeine Verpflichtung 7,u 
hesem Ltmen (Mathemat k) wi d duich d e Eitahiiig h ein lehlgriff 
deijLuig n iwita n wplthe un eie Scluloiti uig ^eii cht I il ei ' er- 
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lieh empfölilens werter seiß, als eine Behandlung, die sieh schon 
aus folgender Äurserliohkeit ergiebt: 1) Religionsunterricht: 
17 Seiten; 2) Deutsch: 91 Seiten; 3) Alte Sprachen (inkl. 
Hebräisch): 11t Seiten; 4) Neuere Sprachen: 29 Seiten; 5) 
Geschichte: 43 Seiten; 6) Geographie: 17 Seiten; 7) Mathe- 
wähnt dann einen Ausspruct von Dr. Eilers: „Dazu kommt, cMa Ta- 
lente für Sprachen, Geschiclite, Geographie viel allgemeiner sind, als 
Talente för Mathematik." Auch der Konflikt zwischen Philologie und 
Mathematik wird als Grund erwähnt für Ähachaffung der letzteren. — 
Bei Bielmeyer in seinem an anderer Steile zitierten Programm findet 
sich bei Besprechung dieser VerhSAtnisse auch noch folgendes Zitat; 
„Dafs es hestimmt geartete Naturen giebt, welche hei sonst hohen Ta- 
lenten eine dezidierte Unfähigkeit f(ir die Mathematik besitzen , so 
dafs sie auch bei pflichtmäfsig treuer Anstrengung nicht vorwärts kom- 
men." (Aus „Das bairische Gjmnasialwesen sonst und jetzt. Erlangen 
1869.") 

Man vergleiche hiermit folgende Worte aus einer Besprechung der 
Rothschen Pädagogik von Dr. Elsperger: „Wenn Roth auch der 
Mathematik einen Platz unter den fakultativen Lehrgegenständen an- 
weist, so möchten ihm nur wenige beipflicht«n. Allerdings scheinen die 
Sprachen eine andere Art der Begabung zu fordern als die Mathematik 
nnd es kann vorkommen, dafs Schüler in beiden sehr ungleiche Fort- 
schritte machen Aber nach den Erfahrungen des Referenten liegt der 
Giund webhalb emielne sonst begabte Schüler in der Mathematik wenig 
leiiten, fast nnr m der Übeteiinng des ersten Unterrichtes und 
m einer dadurch bei ihnen hei-vorgerufenen Veizagtheit und in dei voi 
T;efafsten Meinung, für diese Wissenschaft kein Talent zu haben ' 

Hoffmann sagt in H. Z. I. p ä — nachdem er dargelegt dafs die 
Mathematik sich ihre fetelle erst h^be eikam[ fen mu-^sen, weil feie von 
der Mehrzahl der Gymnasialpädagogen nicht als vollberechtigt im Gyra 
nasialunterricht angesehen worden sei — Wie hätten anch sonst die 
e»kkten Unterrichtsföcher Beurteilungen erfahren können, wie die emec 
Niemeier, Nägelsbach, Roth, Bäumlein, Gockel-, Mühlmann* 
nnd der drei anonymen Verfasser von: „Wert und Unwert der Mathe- 
matik" (Kassel 1836), „adiersus mathematicos" (Mas. päd. Jahrb. Bd. 94. 
S. 205) nnd „Das bairische Gymnaaialwesen sonst und jetzt" (Erlangen 
1369)1" 

»Niemeier, Grundsätze d. Erz. II S. 173—174. — Nägetsbach, 
Gym. Päd. S. 156—60. — Baumle in, die Bedeutung der klass. Studien 
etc, Heilbronn 1849, S. 49. — Gockel, die Gelehrten schule gegenüber 
den Zeitforderungen. EarlBrohe 1862. S, 23—25. — Roth, Gymnasial- 
pSdagOgik. Stuttgart 1865. S. 18, 97, 99 u. 288 ä. — Mühlmann, Bei- 
träge /.ur Gymnasialfrage. Leipzig 18C8. S. 36-38. 
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matik lu (jymnasien aud in ilealanstalteu; 18 Seiten.') 
Paulseu widmete tler Mathematik in seinem pädagogischen 
Kolleg eine ganze Stunde. 



Progi'. d. Rpi'g. z. Strausberg. 1884. — Schulze: Be- 
merkungen etc. 

Verhandlungen der elsafs-lothringiselieu Direktoren-Kon- a 
t'erenz. 1871. Strafshurg. 

„DaTe keine andere Art der Schulkenntnisse mit dem Aus- 
tritt aus der Schule so schnell spurlos verloren geht oder 
gar so gleiciigiltig weggeworfen wird, wie die mathematischen, 
hat unstreitig zum grofsen Teil darin seinen Grund, dafa der 
Schüler sie nicht auf Probleme des wirklichen Lebens an- 
wenden gelernt hat."^) — 

Progr. d. E. I. Ord. a, Magdeburg, 1882. - Dr. Jenrich: 
Beiträge zur Methodik etc. 

Man vergleiche za dei vorliegenden Frage ilas Vorwort in U. Z, I, 
voll ständig. 

Cfr. Buchbinder, der matli.-natnrwiaB. Unterricht iiuf deutschen 
Gjmnasien. H. Z. I p. 10, ferner: B. 2. IL p. 163—154. — Vergl. ferner: 
H. Z. X. p. 316, ferner: Eine Wertsohätaung des Schulmathe matikera au 
einer höheren Schule seitens eines Sehulphüologen. H. Z. XVI. p. 467-473. 

Feinet Eine Stimme gegen den WeissenfelsfiCheu Angiiff auf die 
Mathematik und die Mathematikei H Z XVII p 73—76 

Feiner Hoffmann Einige -wichtige padagogiSLhe rageefiagen mit 
lesonderer Berilcksiehtigung des mathematBChen und nati Wissenschaft 
hchen anteinthtB H Z 5VIII j 237—24'» 

') Alau Sprachen znsimmen 234 Seiten Mathematik ait Gymnasien 
nnd Eealan^italtea 18 Seiten Bapienti at 

) Diese Anwendung dei Pioblcme der Mithtmatik auf das piak 
tisilie Li-len ist ahei "Jicherl ch in der Geometiie eher mu^lich als in 
dei AiitlimetiV wenn die OPOmetriL in der iiclitigeu Weise gelehit 
wird dt ao dafs in dem Scliuler wirklich Anschauung geweckt wird, 
daß der Unten cht ihn SShig niaL.iit das Angeschaute ii htig zu beul 
teilen iith m die Wiikhchkeit dei ihn umgebend n räumlichen Vei 
hdltnisse zu finden DieBeisiiele odei Anwendungen die geeignet sind 
zur Veiknupfung der wiasenschaf Mieten Lehre mit der Piasis bu dienen 
eigeben sich hier weit ungezwungener als es in der Aiithmetik möglich 
lat wo diese Yerknuifing mehr odtr weniger eine luf'.erliche bleibt 
U Inhilt nd Foim ich fitmd aml 
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s Neue Jahi-büclier für Pliil. u. Päd. B. 123; 3. Heft; p. 116. 

Zitat 

Die Mathemat k ist deswegen lUgemeiii in den Ruf einer 
schwierigen Wisseiischatt gekommen maa meint, sie fordere 
ganz besondere Anlagen eme inlividuelle Organisation des 
Geistes, eigentümliche Stimmung des Nervensystems, Sollte 
nicht der Grünt! divon dann zu t,ui,hfn sein, dafa den Schülern 
in den unteren ft,las&en au viel /u^emiitet wird? .... Der 
Scliüler soll die ab&tial ten Sit/e 1er Mathematik nicht änfser- 
iich aufnehmen und nachsprechen, sondern sie sollen lebendiges 
Eigentum geworden sein. ^) Kommt aber der Schüler nicht 
zu einer klaren Einsicht, so kann er dem Gegenstande kein 
Interesse abgewinnen, die Rechnungen und Konstruktionen 
ekeln ihn au, die Lust zur Mathematik ist ihm benommen 
und das Vorurteil gegen dieselbe hat sich seiner bemeistert. 
1 So kommt es, dafs bei dieser synthetischen Methode 

Sätze aufeinanderfolgen, die einen ganz verschiedenartigen In- 
lialt und Charakter und keine Verwandtschaft mit einander 
haben,'') denn ihre iteihenfolg;e wird durch den Beweis und 
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die geometmelie Hült'skouBtrulitiuii bestimmt. Dies ist tue 
Achiüea ferse der Methode. ^) 

In dem Naturell der Engländer mag es auch begründet 5 
sein, dafs sie am zähesten an der konsequent durchgeführten 
Euklidischen Methode bis in die neuere Zeit festgehalten 
haben. Die Ausdauer im Schwierigen und die oft auf eine 
harte Probe gestellte Geduld im Denken scheint sie beson- 
ders anzuheimeln, da eine gewisse „Zähigkeit" eine ihrer 
Charaktereigentümlichkeiten unstreitig ist. 

Nichtsdestowenigor war Enklid fest davon überzeugt,« 
dafs es nur einen zur Geometrie führenden Weg gäbe, den 
er selbst „Königen" nicht zu ebnen vermöchte,^) Nach seiner 
Methode ist eben jede Abweichung von der Ordnung, in 
welcher die Sätze aufeinanderfolgen, ungerechtfertigt, vielmehr 
der Weg, auf welchem mau vor zuschreiten hat, aufs strengste 
vorgeschrieben, und dieses Zwanges wegen pflegt man von 
„Eiiklidscher Strenge" und „Starrheit seiner Methode" zu 
reden. 

Verfasser fährt dann fort: Es seheint uns aber keinem 
Zweifel zu unterliegen, dafs Euklid vermöge seines eminenten 
Scharfsinns im grofsen und ganzen das Richtige getroffen hat; 
nur iiiofs seine Methode in dem Sinne verbessert werden, dafs 
neuere Anschauungen zu Hülfe genommen und die Sätze in 
anderer Weise gruppiert werden, auch dem vorwärts Schrei- 
tenden eine öftere Rast gewährt werde , . . . . — Ein Vorzug 
der Methode besteht in der Kürze, mit welcher die mathema- 
tischen Erkenntnisse erschlossen werden, und in einer ge- 



') Vergl. 154, 

*) Hankel, die Entwicklung dei' Mathematik in den letzten Jahr- 
hunderten p. 24: 

„Euklid hatte einst aeinem Könige Ptoiemäus, dev, wie wir be- 
greifen, daa mühsamo Studium der „Elemente" abschreckend fand, mit 
dem ganten Stolze eines Gelehrten erwidert: 'Ba giebt keinen Königs- 
weg zur Mathematik.' Wir aber können hinsnfügen: die neuere Geo- 
metrie ist dieser Königsweg, sie hat 'den Organismus aufgedeckt, 
durch -welchen die verschiedenartigsten Erscheinungen in dei Eanmwelt 
mit einander verbunden sind', und hat, wie wir ohne Übeitreibung 
sagen können, das Ideal einer Wissenschaft beiaahp eri eicht ' Vergl. 
auch Ilaukel, die Elemente dei [jiojekt (Teumetrii, p du 
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wissen Leichtigkeit iles VorwUrfcsschreitens Eiu Mangel 

tlec Methode besteht darin, dafs sie den Zusamnieuhaiig zwi- 
schen den einzeluen Sätzen zu wenig andeutet, wenigstens 
kein hervorragendes Gewicht darauf legt; sie zwingt zwar 
durch passende Hülfekonstruktionen und ausreichende Gründe 
zur Anerkennung der Sätze, hringt aher nicht zum deutlichen 
BewuTstsein, warum man so und nicht anders zur Wahrheit 
des Satzes gelangt; sie stellt durch Aneinanderreihung von 
Sätzen die Wissenschaft seihst als ein abgeschlossenes Ganzes 
dar, während sie imerschöpflich und einer unbegrenzten Aus- 
dehnung fähig ist. Daher die heftigen Angriffe auf diese 
Methode! 
' Unter anderem sagt Schopenhauer:') Man hat (bei 

dieser Art des Beweises) die unangenehme Empfindung wie 
nach einem Taschenspieler streich, und in der That sind einem 
solchen die meisten Euklidischen Beweise täuschend ähn- 
lich. Fast immer kommt die Wahrheit durch die Hinterthiir 
herein, indem sie sich per aecidens aus irgend einem Neben- 
umstande ergiebt. Oft schliefst ein apagogischer Beweis alle 
Thören eine nach der andern zu und läfst nur die eine offen, 
in die man nun blofs deswegen hineinmufs. Dagegen sagt 
Schopenhauer auch: Indessen verdient die Art und Weise, 
wie Euklid dies durchgesetzt hat, alle Bewunderung, die ihm 
sü viele Jahrhunderte hindurch geworden ist. — Oft wurden, 
wie im Pythagoräischenji^rsatze, Linien gezogen, ohne dals 
man wisse, warum. Hinterher zeige es sich, dals es Schlingen 
seien, die sich unerwartet zuziehen und den assensus der Ler- 
nenden gefangen nehmen. Diese eigentlich empirische und 
unwissenschaftliche Erkenntnis gleiche der des Arztes,^) welcher 
Krankheiten und Mittel dagegen, aber nicht den Zusammen- 
hang beider kenne. 
s Die genetische Methode .... stellt uns auf einen höheren 

Standpunkt und macht neue Gesichtspunkte geltend, um die 
mathematischen Sätze mit einander zu verknüpfen und die 
Selbstthätigkeit des Schülers anzuregen, Ihr Wesen besteht 



') Die Welt als Wille und Vorätellung, I. S. i 
') Vergl. das folgende Zitat, 
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in Kürze darin, diifs die mathematische Wahrheit aut's innigste 
mit ihrem Beweise verbunden wird, so dafs der Schüler gleich- 
sam ihre yevEöig, ihre Entstehung, ihren Ursprung Schritt filr 
Schritt mit geistigem Auge beobachtet Mit der Genesis des 
Satzes soll der Schüler zugleich den inneren Zusammenhang des- 
selben und seine Stellung zu den übrigen anschaulich erkennen. 

Verfasser fügt dann eine Kritik der Wittsteinschen 
Ansicht, der die genetische Methode als die einzige wahre 
Unterrichtsmethode preist, hinzu. 

Der Geist der Mathematik ist der Geist der Ordnung und « 
ürihidhchkeit; Mathematik ist Zucht des Geistes überhaupt! 
.... Darum erfüllt uns das sv^rixa eines Satzes mit reiner 
Freude und inniger Genugthuung. 

Wie soll nun eine Methode sein, die allen berechtigton lo 
Anforderungen entspricht? Welche Verbesserungen mufs sie 
gegen die alten zum Teil unbrauchbaren aufweisen? Auch 
die Mathematik ist auf höheren Schulen nicht blols Fach- 
wissenschaft 

Wie wir aus dem Wesen der Methode im allgemeinen 
erkannt haben, ^' ^) wird es nicht sowohl auf den ausschliefs- 
licheu Gebrauch einer, als auf eine passende Verschmelzung 
der brauchbaren und praktisch bewährten Methoden an- 
kommen 

Unsere intellektuelle Thätigkeit beruht in der Mathe- ii 
matik auf Anschauungen, ans diesen werden die Begriffe ge- 
bildet.') Die Prinzipien des sinnlichen Erkenneus sind uns 
a priori gegeben Mathematik keine Erfahrungs Wissen- 
schaft, daher Baum reine Anschauung a priori 



) E e 1 irt g Ve sclimelzung w d B seiu Auf fin 1 u der 

Lei s tic genet s h Bewo sf li im„ h u st seh, lan n s vnffiiat scti B 
konlT Kt on Das letzte Ve f h en beapn i s be der Reuet tion laia t 
Ußle n Terb" 5ön eme nacü best mmten C es htspiinkten geo claett, 
Z simmensteli ng e uzelner Aba lin tte M-in vei^le lie hie u Be dt 
Anle tnng § 10 b b g 15 mklns ve 
*1 Ve gl "4 74 U2 

^ Man Ter„le che h eran W^ t , I e hjmcb. l.rj'si chol»g e <; 46 
Über den fal che u d nah en Int^ b h d p m r a I e nl e n (ii[ o 
b ) B ff le E Lenntn ud 48 1 Ab t 1 1 on 
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Daraiis geht hervor, ilai's es vor allen Dingen beim Be- 
ginn des mathematischen Unterrichts notwendig ist, durch An- 
schauung richtige Begriffe zii schaffen, denn alle Definitiouen 
und Deduktionen schweben in der Luft, sobald sie „ohne An- 
schauung" leer bleiben Fi opideutibch mufs die .... Methode 
von der sinnlichen Befiiehtung konlvieter Gegenstände aus- 
gehen, die Anschauung des Sehuleib unterstützen und da- 
durch zugleich der Fassungski att dei jugendlichen (leister 
entgegenkommen Iveme Abstiaktionen . . . Der jugend- 
liche Geist raufs beim Begmn des mathematischen Unterrichts 
schon so beeinfluXst sein, dafs der Anschauungssinn bereits 
angeregt und entwickelt ist. Das „nihil est in iutellectu 
quod non üntea fuerit in sensu" gilt hier in ausgezeichneter 
Weise. 

la Der Erfindungsgeist des Knaben mufs durch passende 

Übungen subjektiv für die Anschauuugssphäre empfänglich ge- 
macht werden. Hat man aber die „Formen der Anschauung", 
die sich dem Vorstellungsvermögen einprägen, gewonnen, so 
geht man nun auf die erkennbaren Eigenschaften und Be- 
ziehungen dieser EÖrper zu einander über und so findet der 
Knabe .... geometrische Wahrheiten, die ihm ohne Beweis 

, augenscheinlich klar sind. Ist diese Basis durch den propii- 
deutiachen Unterricht gewonnen, so kann mau ohne Bedenken 
mit der eigentlichen Wissenschaft einsetzen und dabei auch 
gewisse Begriffe aus der neueren Geometrie in den Anfang 
des geometrischen Untei-richts hinübernehmen, ohne fürchten 
zu müssen, dafs der Schüler Definitionen, die er nicht bu- 
greift, sinnlos auswendig lernt, ^) 

IS Direktoren-Konferenzen des preuss. Staates v. Dr. Er 1er. 

p. 165. § 115. „Es sei geraten, mit der Geometiie, statt mit 



') Wie in andeiei Stelle autgetuhtt iht hegt hierin mit eiu Hau[t 
tjrund fiir dtu Widaiwilleo dpn bo viele Schüler gegen die Mathematik 
haben tuiJ infolgedeaBen fui den mangelnden Erfolg Die L lun Ivoi 
etellungen mnast-n so befestigt werden, dafs dei Schulei aus ihiei Ei 
keniitniB alle Deimitionen heizuleiten veimag Dafs QUi deflnieit wiid 
was ernei Deflmtion bedaif und dala vaS die Dehnitionen inhaltlich und 
^pr\ hhch tin ganz besondtrHi Wert zu legen ist sei auch hier noch 
einoiiJ 1 sdiULlilch hmoigplicl cn 
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der Äiitliiuefcik den eigentlich mathemittiseheii Uuterrioht zu 
beginnen. 

Was mm den Lehrgang selbst betrifft, so sind die Aus- 14 
gangapunbte, mit denen der Unterricht beginnt, verschieden.') 
Zeller beginnt mit der Pyramide, Graser mit dem Modell 
eines Wohnhauses, Tobier mit dem Lineal, Wedemann 
mit dem Buche, Scherr mit der Wandtafel, v. Raum er mit 
den Krystallen, Pestalozzi mit der Zeichnung der geraden 
Linie, Zerenner mit dem Punkte, Wittstein mit dem 
Dreieck und Kreise, andre mit dem Würfel und den Dimen- 
sionen des Bauoies, andre mit der Erklärung und Einteilung 
der Wissenschaft u. s. w. Hier gilt, wie wir sehen, das 
Spriiehwort: tot capita, tot senaus. — Fortgang vom Kon- 
kreten zum Abstrakten, vom physischen zum mathejuatischen 
Körper. 

Man frage nicht, was ist eine Linie? was eine Fläche? etc.,iä 
sondern wie entsteht hier dieselbe,^) damit man dem Schüler 
zuerst die Entstehung der geometrischen Grundbegriffe: Punkt, 
Linie, Fläche, Körper anschaulich macht. Genaue Definitionen 
dieser Grundbegriffe zu geben, ist, wie wir gleich zeigen 
weiden, sehi si-hwieiig ') mch unserer \nsicht unmÖg- 

') Dei Auagangsi unkt mufs jeilenfallB ein sintiliüh Wahroehmbaces, 
ilbo ein phyaiäcliec Köi|.ei spm odtji be'isei (.hyaiaclip Euiiev — welche 
mm iiuo wählt i^t wohl wemgei ivi htig ich selb t wurde emi fehlen 
von Würfel Kugel md Wiilae (ipvp eifoimigem koiiwi) au^^ugehen 
um gleich von Aufang an auf die Euheit der ebenen rUche, auf die 
Vitlheit dti kiumznen Fiäi-hen hinweisen au können 

') D eser Ansicht kann ich dmchaus nicht beipflichten nach meiner 
Meinung aolien diese Begriffe einzig und allem aus der Ijienabetiaeh 
tung gewonnnen weiden alao auch nicht vom Punkt zum Körper sond m 
lungekehrt 

°) tteniue Definitionen diuser Grundbegriffe sind allerdings mogln b, 
nlmlich ins der Vorstellung dei Grenze etwas inders i'it ca bei Deü 
uitioien von Voistellungtn a piioii wie diejenifjB dei Ebene, der &e 
i^den eU, Hiei sollt man aif jede Definition ^azichten Aber m 
welche jammeivolle Lage wäre dei Lehier versetzt der „durth ge 
sdiicktes Umgehen odei taktvollea Verschweigen eich durchlavieren 
wollte Jeden Angenbliok muls er eine Fuge eines gescheiten Jungen 
fniehten es wmde hm gehen wie dem Dieb keinen Ai genblicb sicher 
wie konnte 1.1 d i sei les T nte -nchtes froh werden und welche Ev- 
tolge L mt ei hckl ei 1, tu icht 1 a,b i 
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lieh, es müsseil Jjilier diu liier ein tre tun Jen ä(?hwieriglieiteii 
durch gesühicktea Umgehen ilerselben und taktvolles Ver- 
schweigen aus dem Grunde beseitigt werden, dafs nicht in 
dem Verstände des Schülers der geringste Zweifel an der 
Richtigkeit irgend einer mathematischen Definition aufzu- 
kommen vermag. Dieses tritt ein, sobald der Schüler sieh 
bewufst wird, dafs idem per idem erklärt wird"^) oder eine ein- 
zige Eigenschaft einer ßaumgröfse als das Wesen derselben 
hingestellt oder ein Begriff auf einen anderen, der seiner- 
seits eine Erklärung verlangt, zurückgeführt wird etc., kurz: 
dafs die gegebene Erklärung einen Mangel in sich schliefst 
Wie leicht kann beim Beginn dieser neuen Wissenschaft der 
auftauchende Zweifel das Interesse des Sehüiers für dieselbe 
vollständig vernichten!^) Zweifel bewirkt leicht Antipathie. — 
Es wird dann ebenfalls genauer gerade auf das Beispiel der 
Definition für gerade Linie eingegangen. Es heifst darin: 
Diese aufgestellten Definitionen (11) mögen genügen,*) um 
uns zu zeigen, dafs die Erfahrungen von Jahrtausenden nicht 
hingereicht haben, um dies Problem in irgend einer Weise 
zu fördern. 



) l Ih d i ImDfit ght B hd] 

dGll L irit Alld 

h gngtFhl fitt hll hihäfc D Ute hdw 
hDfit dd dmW tpgedEg hft 

r hfbl-htt d KBilblm Igtlh 
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Progr. der atädt. h. Ksch. Schwerin. 1878. Ziegel: Me- 
thode etc. 1878. Nr. 138. 

Erschwerencl für den mafchemati scheu Unterricht ist, dafs lu 
derselbe vorwiegend den Verstand der Schüler in Anspruch 
nimmt, so dafs die anderen Geisteskräfte,') Einbildungskraft 
und Gedächtnis, selbst wenn sie in ziemlicher Fülle vor- 
handen sein sollten, einen Mangel an ersterem nicht zu er- 
setzen vermögen. Wenn es daher auch falsch ist, wie 
Schrader so überzeugend dargethan hat,^) dafs zur Mathe- 
matik ganz besondre Begabung notwendig ist, so erklärt sich 
doch aus dieser Eigenschaft das geringe Interesse, welches 
häufig der Mathematik, namentlich im Anfange, entgegen 
gebracht wird. Davon ist aber die Folge eine vollständige 
Unsicherheit in den Elementen, an der schliefslich jeder Er- 
folg scheitert. 

Dafs man auf die eigentümliche Idee eines besonderen r. 
mathematischen Verstandes gekommen ist, liegt jedenfalls an 
der in früherer Zeit oft beobachteten Erfahrung,^) dafs in der 
Tliat von einem nnverhältnismäfsig grofsen Teile der Schüler 



'■) DJo Mathematik mufe sich daher im Anfang nicht an den Ver- 
stimd allein wenden, aoadeiii Einbildungekiaft und Phantasie oder besser 
Anschauung und VorBtellungakraft ganz besonders in den Kreie ihrer 
Betrachtungen ziehen. Nach hinlSngHchei- Übung dieser Kräfte wird clei- 
Verstand leicht den abstrakten Stofl' verarbeiten. Eiu gänzlicher Mangel 
an Veratand wird allerdings durch nichts anders ersetzt werden können, 
oinem Schüler ohne Verstand wird die Mathematik unverständlich 
bleiben — aber selbstredend auch jede andere Wissenschaft. 

*) Erziehungs- und XJnterricttslehre voa Dr. W. Sehrader. — 
[p. 531—623.] 

'^) Eb wird eine oifene Frage bleiben m s en w e lel S h 1 1 j,n 
diesem Übelstaade der früheren Einrichtung der "* h len ntid 1er el 
offen zur Schau getragenen Verachtung der Mathen it k d rch d e PI 
lologeo. beizumessen iat. So lange ein Fach ils sog Nebenfa 1 a f den 
Lehrplan figuriert, ist die Schuld des Mifsertolge n ht e g m Fa he 
selbst und seinen Vertretern zu suchen. V el) eicht geVt aler a 1 
Herbarts Wort, „dali Mathematiker selten aufgelegt anl si I mt 
Kindern gehörig zu beschäftigen, iat natürl h e nen Beit g z nnse er 
Frage. Nur müfste man sich klar werden, was Herbart m t aufg le^t 
sein" verstanden wissen will, ob einen Def kt le W 11 n o le Ic 
Könne US, 
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auf den Gymaasien in den mathematischen Fächern so gut 
wie nichts geleistet wurde, und dafs gerade die für die Sprachen 
am meisten Befähigten oft in der Mathematik nur sehr mäfsige 
oder gar durchaus ungenügende Kenntnisse besassen. Daran 
IcÖnnen aber offenbar nur untüchtige und ungeschickte Lehrer 
sowie unzweekmäfsiger, uamethodischer Unterricht die Schuld 
tragen. 

I« Eine alte Forderung für Jeden Unterricht ist, dafs er 
naturgemäfs sei. Dazu gehört aber erstens, dafs er auf An- 
schauung beruhe^) Erst nachdem die Anschauung zum 

Hauptpriüzipe des Unterrichts gemacht worden, sei in der 
Mathematik allgemein etwas geleistet worden. 

-« Namentlich die Aufin^s^run le Mnd ohne Gegenstinde 

oder deien Bildei tist uomoglicb zur Klaiheit zu blinken 
Spater wenn die aufiere Anschauung zur inneren gewoiden 
ist, ist -itlmahheh zui Stufe des leinen Denkens überzugehen 
aber auch dann ist oft dasselbe Mittel zu Hülfe zu nehmen 

!" Anstatt m stufenweisei folge stets vom Leichteien zum 

Schweteien vorzugehen, suhlols man sich en^ an Euklids 
Elemente an," ") die ja für ihien Zweck unübertroffen bleiben 
werden, abei nicht als Schulbuch geeignet sind, da sie nicht 
Knaben, sondern jungen Mannein zum Studium m die Hände 
gegeben werden sollten 

!' Dagegen laisen 'iich metnei Meinung nach sehr gute Re 

sültate eriielen, wenn m Quaiti dei sooenannte Wissenschaft 
liehe Unteiricht in d i Pliuimctiie ginz 4,estiich(n und h 



') Dafs die w Ut ia 1 mit dei Aiisichtin dos \ rafab-^e n ULt 
Stimmung ist geht aia \ielen Stellen d^i voili^genden Aibeit hTVO 

^) Veigl US 

') Hierm liegt, wif luch an anterer Stelle betont i^f der Kiia dei 
Fiage, ob die Euklids i, In, Methode fir den Sc bnluntei rieht zi ver 
wenden «ei Die Eukhdacl fa Elemente entsprechen gar nicht der 
eitteo, dei geometnscten Stufe aich nicht der zweiten der aiithme 
tischen, soDdern wir haben es hiei ichon mit emer ausgeprägten \er 
bmdung dieser beiden aUo dei dritten Stufe zu than Die Elemente 
eignen eich dabei gar nicht für den Anfang'iunterricM — filr den sie 
jT, auch von Euklid nicht be'itimmt waren — sondern für deo üntei 
ritht in P ma Ui 
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für ein pvopädeutiselier zur Einführung I iifi die gesamte (jeo- 
luetrie an deren Stelle gesetzt wird. 

Der Lehrer befleifsige sieh selbst der grofsten Klarheit a-.- 
und Präzision des Ausdrucks und halte auch streng darauf bei 
den Schülern. ') 

Mit der Geometrie ist der Rechen- und Zeichenunterricht ■•:: 
in stete Verbindung zu setzen. — Allerdings: Natürlich ver- 
folgen diese beiden Disziplinen noch ganz andere Zwecke, und 
darf namentlich nicht der Zeichenunterricht nur ein rein geo- 
metrischer werden. 

Viel ist darüber gestritten morden,'') ob die analytische, äi 
synthetische oder heuristisch-genetische Methode vorzuziehen 
sei. Meiner Ansicht nach haben alle ihre Vorzüge und ihre 
Mängel, und es darf nicht einseitig eine derselben aussehliefs- 
lich,^) sondern es sind in geeigneter Weise am rechten Orte 
alle anzuwenden. 

Vortrefflich dient demselben Zwecke das Zeichnen, das^,-, 
den geometrischen Unterricht zuerst einleiten und dann atetii^' 
begleiten muCs. 

Man versuche nichts zu beweisen, was aus unmittelbarer in 
Anschauung folgt.*) 



1887. Progr. Nr. 278. Rprg. Oldesloe 
Aus der Praxis etc. 



^) Diese betecttigte Forderung wird, wie es scheint, leider noi'li 
allzn oft veroacbläsBigt. Als Beispiel müchte ich nur die folgenden an- 
führen: 

Schnrig, Blem. d. Geometi. pag. 7: Die äufseren Schenkel der 
Nebenwinkel bilden einen gefitreckten Winkel, sänd also gleich aE^- 180". 

Und ebenda; Die Summe aller Winkel .... betragen zusammen 2lt. 

pag. 10: Ecke und Seite verbinden; Seite und Seite verbinden. 

Fenkner, Lehrb. d. Geometr. I. (1888): pag. S9: Wenn in einem 
Viereck die Summe der gegenüberliegenden Win l;el gleich zwei 
Uechte beträgt, so ... , 

=) Veigl 30 71 76 

=) Veigl ST bO 63 

*) Wie sehr gerade gegen diese Forderung verstofaen wird, davon 
liefern fast ausnahmBloa lUe 1 ehib ii,li!,i Bt weise. Eine angenehme Aus- 
nahme bil kt das oltei zitieite ^\pik lii-usenborgers. 
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7 Wenn in den letzten Jahren von Pädagogen aucli immer 

häufiger die fJberzeugung — wenigstens ausgesproelien wird, 
dafs für die Aneignung mathematischer Kenntnisse eine beson- 
dere Begabung des Lernenden für die Mathematik nicht voraus- 
zusetzen sei, so ist doch der aite Aberglaube noch nicht völlig 

ausgerottet ^) — Man hat die Erfolge in der Mathematik 

oft mit denen im Raten von Rätseln verglichen. Wie es Leute 
giebt, welche ohne besonders beanlagt zu sein, jedes Rätsel 
schnell raten, jeden Rebus leicht entziffern können, während 
andere geistig begabtere dies nicht vermögen, so, glaubte man, 
seien es auch nur gewisse Auserwählte, die sofort die Losung 
der schwierigsten mathematischen Aufgaben finden könnten. 
Wenn dem so wäre, so müfste man freilich bedauern, dafs 
die Mathematik eine Stelle in unserem Unterrichts System ge- 
funden,^) ja es wäre unverantwortlich, dafs , , , . von den vor- 
gesetzten Behörden ein bestimmtes Mafs mathematischer Kennt- 
nisse gefordert wird. 

w Am bedenklichsten ist jedenfalls der Mangel an Kennt- 

nissen , welcher darauf zurückzuführen ist, dafs der Schüler 
dem Unterricht nicht mit Erfolg hat folgen können, und von 
allen, welche nicht eine eigentümliche mathematische Be- 
gabung voraussetzen, wird allgemein anerkannt, dafs die spä- 
teren mangelhaften Leistungen der Schüler ihren Grund haben 
iu der ungenügenden Vorbereitung in den ersten Jahren des 
Unterrichts.^) Daher ist es ein wichtiges Erfordernis, dafs 
der Anfangsunterricht vor allen Dingen soi^filltig erteilt 
werde und iu den Händen dazu befähigter und bewährter 
Lehrer liege. 

'■'■> Damit dieser propädeutische Unterricht im engen Zu- 

sammenhange mit dem geometrischen Unterrichte der Quarta 
stehe, ist es zweck mäfsig,*) dafs der Lehrer der Mathematik 

') Vergleiche daa Zitat aus Schillera Pädagogik. 

') Seht ricttig! 

^) Sehf cichtigl 

') Dafe diese Forderung durchaus zu erfüllen ist, darin werden nicht 
uui- die Fachlehrer der Mathematik übereinstimnieii; es finden sich überall 
die gleichen Forderungen selbst bei vielen praktischeti Übungen, wie 
K. B. bei Reiten und Fechten. Der Feohtlehver nimmt viel lieber einen 
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in der Quarta auch den propädeutischen Unterricht in der 
Quinta erteüe, da er am besten beurteilen kann, welche Vor- 
übungen für seinen späteren wissenschaftlichen Unterrielit als 
die angemessensten zu erachten sind. 

"über eine Methode, welche bei dem in Quarta beginnenden so 
wissenschaftlichen Unterricht notwendig anzuwenden wäre, 
scheinen die streitenden Parteien wohl nie einig werden zu 
können.') Daher kann man vermuten, dafs eine bestimmte 
Methode wohl nicht die allein richtige ist. Es kommt beim 
Unterrichten eben viel zu sehr auf die Persönlichkeit des 
Lehrers und auf die des Schülers an. Wenn auch im all- 
gemeinen bei der ersten Durchnahme des zu Erlernenden die 
heuristische resp. analytische Methode für die geistige Ent- 
wiekelung der Schüler die wirksamste ist, so kann es doch 
bisweilen für das Verständnis der Schüler zweekmäfsiger sein, 
sich der dozierenden resp. synthetischen zu bedienen . . . . — 
Jede Methode kann zu guten Erfolgen führen, wenn sie der 
Fassungskraft der Schüler angepafst ist, und wenn sich der 
Lehrer stets davon überzeugt,^) ob der Schüler das 7,\i Er- 
lernende begriffen habe. 

Es kann nicht die Aufgabe des Unterrichts sein, allcai 

m Untern cht, dei i orh mp tmen Speer in dci Hau l ^pbabt li oUhi 
'lie sclion tui sicU d Ii mit Gpulteren ibei immeiliin lernen Lelirein 
getocbten haben Ans dem gleichen Grunde siad iiiLh die Eseizier 
ichnlen meistens wiedei vom Schauplatz verschwunden 

') Auch ant diesei Stufe ■schon wiid ein Nebeneinandpr dei Tcr 
sohiedenen Metboden, wie an andeier Stellp angedeutet wohl am em 
pfehlenaweitpBten sein [Entgegen derjetzt duichans gestellten Forde i an ^ 
dei ItidiTiduahsierung des UnterriolitB mochte ich betonen daß die^ie nie 
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Schüler so weit zu bringen, dafs sie jede nur mögliche geo- 
metrische Aufgabe lösen können.^) Die zu lösenden Auf- 
gaben müssen einem bestimmten begrenzten Kreise an- 
gehören — Die Aufgaben werden .... in bestimmte 

Gruppen geteilt .... — 
!2 Eine weitere Folge des nicht sorgfältig erteilten Unter- 

richtes ist die ungenaue Ausdrucks weise der Schüler, welche 
einem der Ziele des mathematischen Unterrichts, der logischen 
Verstandesbildung, entgegen arbeitet. — Der genaue sprach- 
liche Ausdruck aber — auch hier gilt mens sana in corpore 
sano — hängt eng zusammen mit der äufseriich sorgfältigen 
Ausführung der schriftlichen Arbeiten. 



1887. Progr. 363. G. Frankfurt a. M. Dr. Schütz: 
Die gegenwärtige etc. — 

B Schliefslich darf nicht unerwähnt bleiben, dafa Professoren 

der Mathematik an den Universitäten und technischen Hoch- 
schulen weniger eine Erweiterung des mathematischen Lehr- 
Programms an den Gymnasien verlangten als sicheres Wissen 
des schon seither üblich gewesenen Lehrstoffs und Gewandt- 
heit in der Anwendung desselben.^) So erklärt es sich, dafs 
die Abänderungen im Lehrprogramme sich weniger auf den 
Inhalt als auf die Methodik beziehen. 

I* 11 Hauptmomente. 1) Die Übung im logischen Schliefsen, 

wie sie bei Beweisen stattfindet; dieser Nutzen, der vielfach 
als in einziger Linie für Gymnasien in Betracht kommend 
hingestellt wurde, möge auch hier zuerst angeführt werden. 

'6 Wie schon erwähnt wurde, beruhen die Vorzüge des re- 

vidierten Lehrprogramms weniger auf Erweiterung des Lehr- 



') Die Einteilung der Aufgaben in ütuppen, geordnet nach be- 
stininiten Prinzipien, dürfte sich, wohl jetzt in jeder besBeren Anfgaben- 
fiaiamlung finden, so z. B. bei Petersen, Hoffmann, Lieber und 
Lühniann. Eeidb giebt in seiner Aufgabe na ammlung awei Teile, den 
eiueß nach dera UnteriicbtBstofl: geordnet, den andern nach Auflöaungs- 
niotboden. 

') Um ein modernes pädagogisches Schlagwort zu gebrniichen, es 
h!indE>lt sich darum, das Wissen in ein Können nmzuaetzfin. 
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Stoffes als auf Bichersteiluiig der Erreiehutig des Lehrziels 
durch Mafsnalimen yon grofsem pädagogischen Wert. 

Betonung der Wichtigkeit des matheiuati sehen Unter- 30 
richts in den unteren und mittleren Klassen,') indem ge- 
wissenhafte Strenge bei der Versetzung in die oberen Klassen 
gerade bezüglich der Mathematik zur dringenden Pflicht ge- 
macht wird. 

Aus dieser Bestimmung geht deutlieh hervor, dafs die 
Regierung den Wert der Mathematik durchaus nicht nach der 
knappen dafür verfügbaren Stundenzahl bemifst. Diese echt 
pädagogische Auffassung wird treffend veranschaulicht durch 
den von andrer Seite gethanen Ausspruch: „Ein Gymnasium 
ist keine Fachschule; was gelehrt wird, ist alles gleich wichtig, 
wenn auch in verschiedenen Portionen zugemessen. Was 
würde man von dem Apotheker sagen, der da meint, in dem 
Rezepte des Arztes sei das Volumen oder Gewicht der ein- 
zelnen Ingredienzien der Mafsstab ihrer Bedeutung?" (Siehe 
Wnttig, Thomas Arnold, der Rektor von Rugby p. 63.) 

Besonders wichtig ist in dem revidierten Lehrprogramm 3; 
die ausdrückliche Betonung der Thataache, dafs hei richtiger 
Unterweisung weder zum Verständnis der Elementar -Mathe- 
matik, noch zur Erwerbung einer befriedigenden Gewandtheit 
in der Anwendung des erlangten mathematischen Wissens be- 
sondere mathematische Veranlagung, sondern nur gewissen- 
hafter Fleifs gehört. 

In erster Hinsicht ist namentlich auf den Umstand 6e- as 
wicht zu legen,^) der schon auf der Berliner Oktoberkonferenz 
im Jahre 1873 von Bonitz betont wurde, dafs die Sehwierig- 

') Deatalb mufate i^ei auuh die vieite Stunde 111 Tert a wieder ein- 
gptuhrt werden Mit diei Stunden wöchentlich kommt n an bei den 
jetzigen Anforderungen nur schwer oder nicht inb 

"j Eeidt m seiner Anleitmg p 3 fihit dies el Unfalls n D a 
den Schuletu de oheien Ehsaen hier und da beobachtete 11 tän I j, 
Unßlhigkeit dem mathematischen Unteriichte zu folgeu n d E 

klärung man frühei die Hvpotheae des Mangels an einer v me ntl h n 
speziell mathematischen Begabung erfunden hat Uftt sich fah n 
mafsig fist aii<>uahmsloa auf mangelnde Sicherheit in den El ment al 
hten wiluen Grind zui ick fuhren ' (Nach Bonit/ in dessen Refi'iat 
t 1 Oltobcikonf in d s B ilme Lnteiiichthii stcnrai^) 
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Iceit, welclie der Mathematik unter rieht in den oberen Klassen 
zuweilen macht, erfahrungsgeniäfs fast ausnahmslos auf ole- 
mentaren Lücken beruht. Diese Thatsache hilugt mit einer 
Eigentümlichkeit der mathematischen Grundbegriffe sehr we- 
sentlich zusammen — 

Jit Die oft ventilierte Frage, welche Lelirmethodon am ge- 

eignetsten seien für den mathematischen (physikalischen) Unter- 
richt an Gymnasien, könnte man sich versucht fühlen, mit 
dem Voltaire' sehen Ausspruch zu erledigen: „T ous les genre s 

s ont bc mSj_iiors le genre enn uyeux" 

Die Schwierigkeiten, welcKe~sich bei der sog. sokratiaclieii 
Lehrmethode im Klassenunterrichte ergeben, wenn dieselbe 
ausschliefslich angewandt wird, hat 1845 Prof. Weierstrafs, 
als er noch Lehrer am Progymnasinm zu Deutsch-Krone war, 
in einem Programm „über die sokratische Lehrmethode und 
deren Anwendbarkeit beim Schulunterricht" sehr anschaulich 
geschildert.'} Die Forderung dieses ausgezeichneten Mathema- 
tikers, daiJs der Lehrer die Wisse nschaft vor den Augen des 
S cjiülers entstehen lasseo soll, verdient von allen Fachgenossen 
wohl beherzigt zu werden. 

ISS? Progi Ni 6-41) r^ Biauu uhwa^. - Dr. Buhl: 
Lehiplau f ir etc 
i« Die Frage nich 1er Untei nchtismeth du drängt sieh in 

den Voidergiund eine Frage lesonders schwerwiegend für 
diejenigen Klabsen m welchen die Grundlagen dieses Unter- 
nchtsfaches gelegt weiden dann muC=! dei Unterrieht da- 

hin stieben die Eikenntnis matheniatischei Wahrheiten von 
innen ans dem Schüler heriu5 zu entwickeln, die heuristische 
Methode, wie 9ie kurz bezeiclinet zu weiden pflegt, ist die 
(iiizigp welche durehgieifende Anwendung finden kann und 

) Äloo lui-h 1 oa diesei heryniTaginden Autorität wird die genetische 
Methode empfohlen aber sicheil i,h will WeierBtiase dieae nicht ala 
he allein m Betracht kommende pieisen sondern Hie nur gani; beson- 
dcis lieivorbsben In Veibinduig mit der hemiatischen wird die gene- 
tische Methode dem mathematischen Untenii'ht vorz iglich ihre Dienste 
leisten Zu meinem lel haftPn B'-Iinem konnte ich der Weieratrassschen 
AU 11 Hing nicht \ ibhaft weiden 
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auch finden murs.^) Das wäre das Ideal einea matliematiselieii 
Uuterrichta , wie er erteilt werden soll, bei welchem dem 
Schüler nicht einmtil der Gedanke käme, dafs er etwas Neues 
erlerne, bei welchem er nur die Empfindung hätte, an Dinge 
erinnert zu werden, die ihm eigentlich längst bekannt und 
vertraut gewesen wäi-en. 

Jede mathematische Wahrheit soll von dem Schüler ge-4i 
funden, nicht von dem Lehrer gegeben werden: das gilt 
nicht nur vom Beweise, das gilt auch vom Lehrsatze. Erlaubt 
ist jedes Hiüfsmittel, durch welches eine unmittelbare Mit- 
teilung der aufzusuchenden Wahrheit umgangen werden kann.^) 
Als nächstes Hnlfsmittel bietet sich die unmittelbare An- 
schauung. So ergiebt sich in der Planimetrie durch un- 
mittelbare Anschauung der Figur, dafs im gleichschenkligen 
Dreieck die Winkel an der Grundlinie gleich sind. 



1884. Progr. Nr. 257. G. Kiel. — Dr. ß. von Fisctier- 
Benzon. Die geometrische Konstrnktionsaufgabe etc. 

Tn der erst«n Hälfte dieses Jahrhunderts war die Mehr- *; 
zahl der Mathematiker geneigt, ausschliefslich im Euklid das 
wahre Muster der geometrischen Methode zu erblicken,*) und 



') Es stimmt das mit der aa anderer Stelle mitgeteilten Ansicht 
übecein , dafs das Ideal der geometiischen Beweisführung die Evidena 
der Notwendigkeit sei; denn diese Evidenz der Notwendigkeit ergiebt 
sich oben dann, wenn dem Schüler dei' Lehrstoff wie seine Verarbeitung 
natnrgejiiä& erscheinen, also eine Empfindung in ihm hervon-ufen, die 
der im Zitat ausgesprochenen analog tesp. ideutisch ist. 

'') So sehr auch ich auf dem Standpunkt stehe, dafs die Aasohaimeg 
eiues der wichtigsten HCflfemittel beim geometrischen Unterricht ist, 
30 mufa ich dock gerade bei diesem Beispiel die Evidenz der Wahiheit 
als durch die Anschaaung gegeben anzweifeln; wollten wir psychische 
Momente im mathematischen Unterrichte mehr gelten lassen, als bisher, 
so würde ich bei diesem Beispiel das angeborene Gefühl der Symmetrie 
als dasjenige iiervorheben , das uns von der Wahrheit des betr. Satzes 
nnmittelbar überzeugt. Daau bedürften wir aber der Symmettieaie. 

") Leider dürfen wir uns bei der Beutteüung dieser Frage nicht ein- 
mal auf die Zahl der Lehrbücher beschränken, sondern müssen auf ihre 
Verbreitung noch heberen Wert legen. Bei einer derartigen Statistik 
ergiebt sich ein ganz gewaltiges Übergewicht der nach alter Methode 
bearbeiteten Lehrbücher. 
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gaiiB ist diese Ansieht iioeli Iiwiifco nicht vtjrschwuudeii. Das 
beweisen nicht nur eine grofse Zahl der jetzt noch gebräncli- 
liehen Lehrbücher, soudern anch mancherlei Aussprüche in 
Fach- und Zeitschriften. 

.» Kritik von Erlers Ansicht in Schmidts Encjklo- 

pädie: Auf die Anschaulichkeit der geometrischen Wahr- 
heiten und Resultate,^) sowie auf die Schwierigkeit, zu rich- 
tigen Resultaten zu gelangen, wird aufmerksam gemacht, aber 
von dem Einflüsse der Geometrie auf die Ausbildung der An- 
schauung selbst ist wenig die Rede, 

11 Brler (Seh. E. p. 928), Die Lösung von Konstruktioiis- 

aufgaben kann ebensowenig,^) wie das Finden einer versteckten 
Sache, zu einer bestimmten Anforderung gemacht werden. 
(Längere Ausführung.) 

Gut widerlegt von Pischer-Benzon. 

li Wenn Prof. Erler und V. Schlegel meinen, dafs es eine 

all gemein e Meth ode zur Anfl5snn^ aller niöjiglichen Konstruk- 
ti on sauf gäbe q nic ht giebt. so mufs man ihnen unbedingt recht 
geben. Anders würde die Sache aber sein, wenn man aus 
der ungeheueren Fülle von Kon struktions aufgaben diejenigen 
auswählte,') welche dem Wissen und Können der Schüler 
entsprächen, und diese methodisch zu behandeln versuchte. 

le Der Unterrieht in der Geometrie soll die Schüier nicht 

nur im richtigen Schliefsen, also im Nachdenken Üben, er soll 

') Und doch ist gerade die Wechselwirkung zwischen Anschauimg 
uud Geometrie von hervorragendem Werte und daher der Einflufs der 
Geometi'ie auf die Anschauung oder vielmehi' das Ana chauoags vermögen 
mindestens ebenso zu hetoneu, wie derjenige der Anschauung auf die 
Geoineti'ie. 

') Brler wird wohl inzwischpn auch von dieser Ansicht abgekoininen 
sein, die aber gewifs ihre Berechtigung hatte, so lange gerade das Gebiet, 
der Konstraktionaaufgabe in höchst nnsjstem atischer, den Schüler aller- 
dings ab schrecke oder Weise behandelt wurde. Dafs im Bereiche der 
Schule es sich immer cur um ein beschränktes Gebiet von Aufgabun, 
nicht um jede beliebige geometrische Aufgabe bandeln kann, ist schon 
an anderer Stelle ausgeführt. 

") Dies scheint der allein richtige Standpunkt au sein. Fischer- 
ßenzons hervorragende Arbeiten auf diesem Gebiete dos Unterrichts 
haben übrigens wesentlich dazu beigetragen, dafs sich die Ansichten kii 
Guffäten der Künstruktionsaufgabo geändert haben. 
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in erster Linie auf die Ausbildung ihres räumlichen Au- 
schauungsvermögens wirken. Daneben liefert die Geometrie 
auch noch reiches Material, an dem der Schüler lernen kann, 
selbständig Begriffe zu bilden und Beobachtungen zu machen. 
Auch darf man den Vurteil nicht gar zu gering auschlagen, 
der dem Schüler daraus erwächst, dafs er lernt, sich mit 
einiger Sicherheit auf einem Gebiete zu bewegen, das den An- 
schauungen des täglichen Lebens zum Teil so fem liegt,') 
und endlich möge man bedenken, dafs die geometrischen Auf- 
gaben die einzigen -iind, die ihm eine erschöpfende Behand- 
lung gestatten, und deshalb die einzigen, denen er schon auf 
der Schule eine Behandlung zu teil werden lassen kann, die 
auf die Bezeichnung wissenschaftlicli Anspruch erheben darf. 

Soll der Unterricht m der Geometrie auf d. a. Weise ■ii 
wirken, so ist man genötigt, von Euklid und seinen Nach- 
folgern nicht unerheblich abzuweichen, man mufs das Vor- 
urteil aufgeben, dafs die bewiesene Wahrheit für die Jugend 
irgend einen "Vorzug YOr der anschaulieh erkannten habe."^) 
(Vergl. Schopenhauer, Die Welt als Wille und Vorstellung. 
Lpzg. 1873. r p. 87.) 

Im Euklid und in denjenigen Lehrbüchern, welche we-^s 
seutlich im Geiste des grofsen griechischen Mathematikers ab- 
j,efifst sind weiden auch solche S^tze bewiesen (z B EuMid 
III Buch ba.tz 11 — 12),^l deien Richtigkeit soicit durch »in 

) Daft ZI diesen Vorzügen noch m we teier hinzukommt lact 
nicht veigesaen weiden ich meine den daJs der '^chiier allein bei den 
geometrischen Konatruktious uff^aben die Fieude des Erfinlenh und m 
hervoingeudera Marae die Befiiedigung iber erfolgreche eigene Aii eit 
haben wird 

) Diese Bemerking scheint mir von we tti agender Bedeutung zu 
?em Verschlipfst min sich der da m liegenden Wahl heit racht so wud 
man aich der bisherigen Methole des t lai imetrisoben UnteirichL bi, 
sondera in den AniUngen entschieden den Kucken kehlen und dei An 
Behauung lie Holle zuweisen müssen die ihr gebührt 

3) Es handelt sich hier um Lehrsätze die hei einer richtigen Bo 
handlang iei Lageiiv rhiiltnis''e zwe er Kieiee sich allerdings diiekt aus 
dei Aaschaiung erf,f'ben wenn m'ia nur d e Betidchting der Bewegung 
u Hilfe nimmt Bei dei stoftlulien Behandlung werde ch gerade eme 
ganze Reihe vin dera,itigen Lehrsätzen mit Beweisen auhscheiden im 
an ibri, stelle e nfaohe anschauliche Betrachtungen zu stellen In Ve 
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scliauuug kliir wird, und maii liat deukendeii Schüleru gegL>ii- 
über eiueii harten Staud,^) wenu man ihnen die Notwendigkeit 
eines Beweises darthim will. Den strengen Beweis wird nie- 
mand im Ernste aus der Welt schaffen wollen; im Verlauf 
des Unterrichts ergiebt sich ganz von selbst die Notwendig- 
keit, die logische Kontrolle oder den Beweis zu Hülfe zu 
nehmen, denn die Anschauung allein reicht bei komplizierten 
Figuren nicht mehr aus,^) und man macht überdies die Er- 
fahrung, dafs die Anschauung täuschen kann. 

1!» Ein gleich eigentümliches Schicksal hat die axiale Sym- 

metrie erfahren. Es wird schwierig sein, ein Lehrbuch der 
Geometrie zu finden,^) in dem nicht gelegentlich die Eigen- 
schaften symmetrischer Gebilde benutzt würden, und doch 
giebt es nur Verhältnis m als ig wenig Bücher, welche der Sym- 
metrie einen Abschnitt oder gar ein Kapitel widmen. 

-M Bedeutsam für den Unterricht iu der Geometrie ist die 

Bestimmung des neuen Lehi-plans, wonach in der Quinta geo- 
meti'isehes Zeichneu getrieben werden soll. Diese Beschäf- 
tigung kann auch recht wohl in der Quarta in den für die 
Geometrie bestimmten Lehrstunden fortgesetzt werden. Durch 
das geomftrische Zeichnen hat man Gelegenheit, die feehüler 
in ahnlicher Weise in die Geometrie einzufühlen, wie duieli 
das gewohühche Reclinen in die Äiithmetik und Algebia, 
man verschafft ihnen daduich nicht allein Gewandtheit im 
Umgehen mit Zirkel und Lineal, sondern man kann ihnen 
auch, selbstverständlich ohne eigentliche (reometiie zn tieibeii, 

ichiiiiiktem Mafie tinden wn entsprechende AndeiHiij;t,n Ijli kausm 
lieijjei in aeinem öfter erwiliuten LeIiibuLh 

') Vergl 124 

) Man muJi liiu auch iintcHC beiden ani^olun du \iiBcli liiuu^ i, 
piioii und der aQ3chauhi,ii eikiiinttn Wahiheit D^b daa Drei^eit diei 
Winkel hat, konnte man vielkii,ht eine Anschauung & piion nennen, 
d»is das n leit n Wmkel hat iu den Anscbauongen lechaen, die eibt vei 
mittelt werden miUstn 

') Diese Thatbache ist wiiklich auffallend, da die Symmetneli hre 
bei doi BehAndlnng des geometrischen Stoffes wiiklieb bedeutende Vor 
teile an die Hand giebt, auf die man ohne weiteies Veizicht geleistet 
hat Die '^Tuuneti lelebie mufs da, wo die Anail luung enie Bolle ■^piPlt, 
eViintiU'! ihiei ÖLdeutunj jemals Bemcksicbtin ing finden 
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eine ßeihe voii Keuntiiissuii anschaulich zu eigen luaeheij, die 
ihnen später erst begrifflieli klar werden. 



1888. Progr. Nr. 10. G. Königsbers. Dr. L. Heinae: 
Der Vorbereifcungsnnterrieht etc. 

Zeiclioen Yoa Figuren mit Zirkel und Lineal ist jedoch ai 
nicht das Ziel unseres Unterrichtes, Die Schüler soilen hier 
zwar sauber und genau zeichneu lernen und sieh im Gebrauch 
der Zeicheninstrumente Üben, aber sie sollen nicht allein 
zeichnen, es soll „durch Zeichnen von Figuren mit Zirkel und 
Lineal eine methodische Ausbildung der Anschauung" erstrebt 
werden. 

Darauf, dafs ein Paar Axiome mehr oder weniger im öä 
geometrischen Unterricht vorausgesetzt werden, kommt es ... . 
nicht gerade an,^) und es ist richtig, dafs der pädagogische 
Wert der Euklidischen Beweisführung durch die Anzahl 
der verwendeten Axiome nicht beeinflufst wird,^) wenngleich 
es die Aufgabe der geometrischen "V ^iaagnschaft sein wird, 
ihre Zahl auf ein Blinimum zu reduzieren. 

Was nun die Axiome und die damit verbundenen Postu-5S 
late anlangt, ao knöpft man an „an die im Kinde schon vor- 
handenen, von Kindheit auf eingewohnten Anschauungen" und 
atßfst nicht ,jene Grundlagen geflissentlich von sich, als oh 
sie völlig wertlos und der wahren Wissenschaft nur hinder- 
lieh wären". 

Der Haiiptgegen stand für den propädeutischen Unterrichts* 
wird die Vorbereitung der Erklärungen sein. Wenn wir daran 
denken, dai's es sich hier um Anschauungen handelt, nicht um 
Begriffe, werden wir eine Beschreibung der Entstehung geben 
lassen. Die allgemeine Definition (sowohl die genetische als 
die deskriptive) wird im späteren Unterrichte gelernt. (Vergl. 
zur Nieden, Meyer, Weingärtner.) 

') Das ist sehr richtig; dafs auch. VevfaBser diese Ansicht teilt, 
geht aus einer Stelle dieser Einleitung henror. Es sei aiioh hier nooh 
einmal erwähnt, dafs E. Möller in seinen Grundbegriffen 24 Gtrundsätae 
aufstellt, 

^ Vevgl. Zitat Ni-. 182 nebst augehüviger Anraerknng. 



y Google 



- 58 - 

1881. Progr.Nr.415. Gewerbesch. Itemaclieicl, Dr. Kaiser; 
über einige Hauptpunkte etc. 

Bö Die gedeihliche Entwicklung des mathemati scheu Unter 

richts ist iu nicht geringem Mafse durch daa weit verbreitete 
Vorurteil geschädigt worden, dafa zum Verständnis der Mathe- 
matik ein besonderes und eigenartiges Talent erforderlich 
sei.') Wollte es sich der Lehrer bequem machen, so bot ihm 
diese Ansieht einen ausreichenden Entschuldigungsgrund, um 
sich nur mit den wenigen „mathematischen Köpfen" zu be- 
fassen und das Gros der Klasse völlig zu vernachlässigen. 
Der denkfaule Schüler selbst glaubte einen Unterriehtszweig 
mit Recht perhorreszieren zu müssen, für welchen ihm nun 
einmal das Talent abgehe, während auf der entgegengesetzten 
Seite das falsche Dogma einer mathematischen Prädestination 
zu eitler Selbstüberhebung nahe hegende Veranlassung bot. 

iii Mittlerweile ist jene falsche Meinung einer richtigeren 

Einsicht in demselben Mafse gewichen, wie sich die mathe- 
matischen D ureh schnitt sie ist angen an der Hand einer besseren 
und stetig nach Vervollkommnung strebenden Lehrmethode 
erfahr ungsmäfsig gehoben haben. 

>i Daher ist es denn auch nicht im entferntesten mehr frag- 

lich, dafa gerade die mathematischen Disziplinen berufen sind, 
den jugendlichen Geist an klare Auffassung, an ein folge- 
richtiges, auf die wesentlichen Punkte der Voraussetzung kon- 
zentriertes Denken zu gewöhnen, dafs die Mathematik, ganz 
abgesehen von ihrem materjaleii Wert und Inhalt, als for- 
males Bildungselement auf unseren höheren Schulen nicht ent- 
behrt werden kann. 

>N Sokrates bei Plato „Es ist bekanntlich in Bezug auf 

jedes Lernen,*} um besser aufzutas'icn, ein himmelhoher Unter- 
schied zwischen Einem, det Mich mit Geometrie befafst hat, 
und dem, der es nicht gethan hat" 

>" Die bereits wahrgenommene Hfbung der matliemati scheu 

Leistungen entspringt nicht ^um geringsten Teil dem Um- 



') Tergl. die Anmerkung zum Zitat Kr. 17. 

^ Daher auch Piatos Woifc MrjBsiq nleltta dysraixiT^i^Tos, flaa ( 
er der Thür soineB Hörsaks eiii-raben Iiefs. 



y Google 



- 59 -- 

stände, dafs die veraltete Ansicht von einer spezifischen Ka- 
pazität für Mathematik der bessereii Einsicht hat weichen 
müssen, dafs die früher übliche abstrakte, den jugendlichen 
Geist förmlich abschreckende Lehrmethode nicht am Platze war. 

Die deduktive Methode, welche lange Zeit eine unbe-co 
strittene Alleinherrschaft behauptet hatte, erscheint beim 
Anfang des mathematischen und zumal des geometrischen 
Uutemchta völlig verkehrt. Die alte Schule, welche glück- 
licherweise nur noch vereinzelte Anhänger hat,^) flbergofa so- 
zusagen den Anfänger beim Beginn der Geometrie mit einer 
Flut von Abstraktionen und Begriffen, zu deren Bildung vor- 
her auf induktivem Wege das nötige Material nicht gesam- 
melt worden war. So war es nicht zu verwundern, wenn trotz 
aller Definitionen und Deduktionen — um mit Kant zu 
leden — die Begr i ffe ohne die 4.nschiuung leer blieben, 
wenn folglich die Lust und Liebe, welche dei uubetangene 
"^chuler dei Cieometiie nicht weniger wie jedem andien neuen 
Üntenieht'^gegeiistande entgegenbungt, ") ^leith zu Anfang er 
stickt weiden mulate 

Gegen einen solchen Iiur>-iis konnte eingewendet wLideu, ti 
dais, da die geoni etil sehen Objekte, wie >ollkommen ^eiadt 
Linien, Kreise, Ebenen n s w in dei Eifahiung niigends in 
zutieffen sind,') für die Geometiie ins dei Eifabiutg luch 

') Zu die&ei Anaickt lat es wohl schwer zuzustimmeu , es sei denn 
dafs unter altei Schule hiei noch etwas indeie« vpistinden werden 
boll als das, waa wii mit iiPsem Woite au veibrndea jjp«öhnt sind 

') Diese Beraetkung acheint sehr nchtig tierade die Jugend ei 
greift jeden neuen (je^cuatand, 1er ihr gehoten wiid, mit einer uaivtn 
Fiiache, die dem Unteirichtsstofi weienthih zu gute kommt DaCs im 
Unterricht ferner oft alles geschieht natürlich unhewiifst, um dieses 
Intetesse moglii.hst lj3,ld in Absehen zu \ei«andeln lot ebenso iiehtig 
Daher miife dsifur ^osoigt weiden, dafs dieser Ubelsta,nd yermiedtn wiiJ 
und dies wiid geschehen, wenn dei Unterricht ein natuigeni i6er ist, im 
gl ometriBchec Unteineht z B wenn er an die Anschiuung anknüpft 
iiuf sie sich stutzt und in ihr, im ganzen Anfangsuntprniht wenigstens, 
sem vorzüghehstes Hulf^imittel sieht Veigleiche auch die Bemerkungen 
über Definitionen an anderen Stellen 

') Geiade der Uniitand, dafs die geometrischen Objekte nirgends 
thatsaehlieh \oikommen, auiser m unserer leinen \oiBtellant sj icl t 
dagegen dafs die Ceginstande oeometiischei l ntT'iachung lus dei Li 
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nichts zw lenieu sei. Es luiifste denn sein, dafa John Stuart 
"Villi Recht hatte, wekhei m Linem besonderen liapitel aeiues 
Systemn der induktiven und deduktiven Logik zu bewciaeu 
veiBuchty difb meh die tieometrie m d i That mit empiri^cheu 
Geraden und Kieisen heaehaftige, difs demnuh ihte Dehni 
tionen aus dei Erfahrung abstrahiert ihie Axiome m dei 
selben a po&teiioii begiundet seien Dmu, wenn •)ich 

lui-h Lh(, Geonietiie mit Punkten ohiip jt^hehe Aus 

dehnung Mao mit idealen ttebildi n bcfif t welche sich 

lei empiiischeu Wibrnehmung tbitsachlich entziehen^ so ist 
damit keineswegs ausgcschlos'^en, dals dei tbbtiahieiende 
Verstand durch die =!mnliehe Ertahumg den ersten AnitoK 
zui Bildung jener tians&Lei deuten ^ oi-,tLlhiigeii uul Be_iiäe 
eih^t 
' Du giofsten Schwieu ^Leiten erheben sieh soba,hl min e« 

\eisucht, len Begnif dei _,eiaden Iinie in eine b mdi^e Dcfa 
nition zu fassen Hier scheinen in dei That diejemgen Mi 
thematiLer dis Richtigste zu tieffen '] ivehhe die \ oi'^tellLUj' 

tihiing entnommen Bind ■weshalb auch le Aiiome nicht i joEteiioii 
m der Btfahiung hegiundet sein kuuneii Alles wirklich DaigcBtellte 
gleit nui Bildei von geometiKclieii Objekten und ?wai wie aisgetQhit 
weiteu wird nicht einiml — auieer hei den Köipern — leelle Bildei 
Die Scbwieiigkeiten der VoiBtellung werden am leichtesten überwunden, 
wenn min streng laian festhält difs wii von den Korpern auszugehen 
haben uiii von ihnen aus dmch Grenzbetrachtnngen eist bu den übrigeo 
Rai mgebilden gelangen Erst nachdem auf dinse Weise die Toi Stellungen 
gewonnen Bind können wir nnn lückwärtB vom Punkt ansgehen und 
mit Hülfe dcB Begrifls der Bewegung die hdheien debil le entstehen 1 issen 
) Wie sehr Verfasser mit diesen Bemeikungen übereinstimmt wud 
oich bei de Betiichtui g dei drundbegrifFe mit erneutem Gewicht er 
geben Dia Gerade gehört zi den Grün Ibegfiffen a prioii deren ^ oi 
fitellung bei le lem Knaben vorai sgetetzt weiden mufs und darf All 
Defuitionen kommen sohlielslich daiauf hinaus dafs im Giunde an{,e 
nommen wud d'ifs der Begiifl ler Geladen gel i ihg sei un 1 geride auch 
diijemgc Bog Definition be jetzt gewiß sh im j.rsen Mode ist die Cciadc 
*ls ideelle Dreh ingsaxe zu eiklaren setzt den Begnff dei Geraden voi 
ai s Wa« die Erklamng der Geraden unmöglich macht ist abge&el en 
divon tafa wii es hiei mit einem Grundbegriff % pnon au thun hihen 
dei DualisiHis dei in der Äuft^ss ng dei Gc ilen 1 ej,t und dei i utci 
keinen Uiietändeii entfe ut w rt u ki n e n lo; pelte D uihamus ^sOnir 
Zne t 1 gt zu Tmnde 1 i Bcgiift le K ht in„ ml die^e ist pic 
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clor Geraden für so ursprünglich und einfach lialten, dafs sie 
sich in einfachere Elemente nicht Kergliedeni liifst. In diesem 
Sinne sagt z. B. Tellkampf in seiner Vorschule der Math. 
§ 222; „Unter allen denkbaren Bewegungen eines Punktes A 
ist die einfachste die in gerader Linie AA. Es ist unmög- 
lich, von einer solchen eine Erklärung zu geben, wodurch ihr 
Begriff auf einfachere Vorstellungen zurückgeführt würde, da 
sie zu den unmittelbar gegebenen Grundvorstellungen der Geo- 
metrie gebort." Auf keinen Fall kann es angezeigt erscheinen, 
über einen so schwierigen Punkt mit 11— 12jährigeu Knaben 
spekulative Erörterungen anzustellen, welche schliefslich nur 
geeignet sind, die ursprünglich klare Vorstellung zu ver- 
wirren. — .... I ch halte deiL_ BegrifF der Richtung f ür so 
f est und klar in d erAns chauung begrüudet j^ dafs er, ohne 
weiter definiert zu werden, der geometrischen Erklärung der 
Geraden zu Grunde gelegt werden kann, Hienach entsteht 
die Gerade durch die Bewegung eines Punktes, welcher seine 
Anfangs rieh tu ng unausgesetzt beibehält. — .... Wenn, so- 
bald von der geraden Linie die Rede ist, jeder Schüler sich 
eine genaue Vorstellung von derselben zu bilden vermag, so 
hat der Lehrer mehr erreicht, als wenn er der Klasse eine 
wohl gedrechselte aber unverständliche Definition samt daraus 
fiiefsenden Lehrsätzen und Folgerungen eingebläut hat.^) In- 
dem man den Anfänger pedantisch damit quält, dunkle Redens- 
arten um an sich klare Dinge zu machen, vernichtet man von 
vornherein das Interesse und damit eine wesentliche Grund- 
bedingung für den sicheren Erfolg des geometrischen Unter- 
richts überhaupt. 

Es ist nicht meine Absicht, im Folgenden auf die Me-ii:' 
tliode des geometrischen Unterrichts im Allgemeinen eiuzu- 

doppelte, wenn wir die Gerade an sich betrachten; zweitens liegt zu 
Grunde der Begriff des Aliatandcs zweier Punltte, der zwar auch ein 
doppelter iet, aber gerade in der Hinsicht, in der er betrachtet wii'd, 
nur als ein einfacher erscheint. Docli hioiTiber wird im Texte ausführ- 
lich gehandelt werden. 

') Man vergleiche hiecau an verschiedenen Stellen, wie sehr mit 
diesen Bemerkungen die Ansichten des Verfassers sowohl als sehr vieler 
anderer Matheniiitiklelirer getroffen sind. 
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gehen und micli etwa über „Euklidische Stavrlieit", „genetische 
Bnt Wickelung", „heuristisches Verfahren" u. dergl. weifläufig 
auszusprecheu. Angesichts der individuellen Verschiedenheit 
von Lehrenden und Lernenden wird man vergeblich nach einer 
Formel für eine allgemein gültige Methode suchen. 



1* Pascals Regeln für den mathematischen Unterricht:^) 

1) Nichts definieren wollen, was sich nicht durch deut- 
lichere Ausdrücke erklären läfst, 

2) Keinen etwas dunklen oder zweideutigen Ausdruck 
ohne Erklärung lassen. 

3) In allen Definitionen nur völlig bekannte oder bereits 
erklärte Ausdrücke gebrauchen. 

4) Keinen notwendigen Grandsata übergehen, wie klar er 
auch an sich sein möge. 

5) Nur vollkommen augenscheinliche Axiome zulassen. 

6) Niemals etwas beweisen wollen, das an sich so deut- 
lich ist, dafs mau es nicht auf etwas deutlicheres zurück- 
führen kann. 

7) Behauptungen, die an sich nicht völlig klar sind, 
durch Zurückführung auf Axiome oder bereits bewiesene 
Sätae darthun. 

8) Nieraals eine Zweideutigkeit im Ausdruck benutzen, 
indem man unterläfst, in Gedanken die Definition zu substi- 
tuieren, welche ihn beschränkt oder erläutert. 



Oestcrr. Organisationsentwurf der Gymnasien und 
Realschulen. 1849. — p. 163. 
(5 Sollen die wissenschaftlichen Lehrer der Geometrie den 

') Es ist mir leidet oieht bekatmt, in we lcher Suhrift P ascal a sich 
diese Regeln findeo: mir sind sie in einer handschriftlichen Aufeeieli- 
nuiig vor Augen gekommeu. Jedenfalls haben aie noch jetut volle Gültig- 
keit und, wenn sie von Anfang an beachtet worden wären, so würde es 
'Eichel um manches im mathematisohen (Jnterricht besser stehen, als es 
letst thats^blich der F:i.ll ist. Besonders beherzigenswert erscheinen 
ini. Deeel 1) 4), G). 
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Lernenden keine anderen als die in der Sache selbst liegenden 
Schwierigkeiten machen, so mufs vor dem Beginn des wissen- 
schaftlichen Lehrgangs die mathematische Phantasie gehörig 
entwickelt sein, d. h. die Fähigkeit, räumliche Gebilde und Ver- 
hältnisse sich genau und sicher yorzustellen, ohne die Hülfe 
einer Zeichnung ebensowohl, als mit dieser Unterstützung. 
Diese mathematische Phantasie ist keine aussehliefsende Na- 
turgahö, sondern der methodischen Bildung fähig, .,..') 



Herbart. Päd. Schriften I p. 113. (Lp^g. 1873.) m 

Das Anschauen ist die wichtigste unter den bildenden 
Beschäftigungen des Kindes und des Knaben. 

Hubert Müller: Besitzt die heutige Schul geometrie etc.. 
Met/, Scriha 

Dis Itesultat der TJnterauchung dis ersten Kapitels den 
Geometrie ergiebt/) dafs die Behandlung desselben nicht mehr 

) Dimitr apiieht sieh also auoh dieser Entwurf dafür au"* dafs keine 
besonderen Aalagen fm den nidtteinatiacheii üntenicht eifoidert werdpn 
■-) Besprechen in H Z XVIII p 620 durch v Pischei Benzon 
Fe hpifst zum Schlufs , Alkn Berufagenossen namentlich Fachgeiioesen 
seien sie nun Gegner oder Vprijundetf des VeifasEera, sei das Studium 
der kleinen Si.hrift dringend ana Herz gelegt die Gegner wPiden dl 
duieh erfalien, dafs nicht Mangel in FlirfarcM voi dem Hergebrichten 
die Triebfeder der ieformatoriisL.lien Bestiebungcn ist die Verbündeten 
werden dabei Gelegenheit ntiimen können weh lebhift vor Au^en au 
tuhrun, dafa es kpineawega leicht lat eiugpwui zelte bchaden ala aolohe 
^u erkennen, beide aber maasen dem Verfaasei für die gründliche und 
objektive Dailegnng dieser Schaden dankbai bbm ' — Min Tergleiche 
mit der henorragenden ''chnft Mullpra une andete lie denselben 
begenatand behandelt Dr C Hein?e Kiitisthe B eleuchtung der 
Euklidlachen Geometnc — Berlm 1876 — die ebenfalls sehr viel Inter 
easantes und Richtiges bietet wenn sie auch an s ichhcher Kritik mit 
MuUerB Sohiift kernen Veigleieh aushalten kann An seine Kritik 
Rchliafst Hemze eme Btarbeitnng dei Elemente an dm ins WPitPr 
unten noch beacbiftigen wud — Aus aemer kiitiscben BelPuchtung sei 
folgende Stelle hier zitiert Zu einem konsequenten Denken, zu dem 
gerade durch die Mathematik die Schüler angeleitet weiden sollen 
fehlen ihr (der Euklid Geometrie) demnach die allernotwendigsfpn Be 
ilm^un^en numlich EUili it und Hiturhchkeit ' '^ f S 
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Euklidisch genannt werden kann. Die Grundlagen smd 
wesentlich geändert, ohne dafs dieser Änderung die nötige 

Rechnung getragen ist Es zeigt sich, dafs gerade die 

äufserliche Nachahmung des Euklid gegenwärtig noch am 
meisten belieht ist, obgleich sie in dem schärfsten Wider- 
spräche zu der Änderung der Grundlagen (nämlich der Be- 
seitigung des Prinzips .der Starrheit) steht, welche in allen 
Lehrbüchern angenommen ist. 

■•« Der Wert des Systems wird hierdurch (nämlich Auf- 

stellung eines neuen Grundsatzes) nicht beeinträchtigt; denn 
derselbe hangt nicht von der Zahl der Grundsätze ab, son- 
dern Ton der Wahl derselben und davon, oh das System kon- 
sequent auf den Grundsätzen aufgebaut ist oder nicht. 

i!i Allerdings kann nicht geleugnet werden, dafs die Beweise 

Euklids schwerfällig sind, aber die Ursache davon liegt nur 
in den Grundlagen des Systems; die Zurückführung der Lehr- 
sätze auf diese Grundtage ist untadelhaft und begründet den 
Ruf des Euklidischen Systems in Bezug auf logische Schärfe. 

!0 Es handelt sich also nicht um eine Reform des Euklidi- 
schen Systems, sondern um eine solche unserer Schulgeometrie, 
welche die Brücke zwischen sich und dem Euklidischen Werke 
schon abgebrochen hat Die Hochschätzung der Eukli- 
dischen Elemente, ja die pietätvolle Liebe zu diesem Werke 
werden durch die Entwickhing unserer Schulgeomctrie nicht 
geschädigt. — .... Die gegenwärtige Schulgeometrie ist 
wegen der Veränderung der Grundlagen nicht mehr als dem 

Wesen nach Euklidisch zu betrachten Die Reform der 

Schulgeometrie hat jedenfalls in denjenigen Veränderungen 
volle Berechtigung, welche die Herstellung der Einheit zwi- 
schen den Grundlagen und dem Aufbau des Systems be- 
zwecken. 

,1 Gymn. zu Oassel. 1860. Trogr. von Ernst: Die Me- 

thoden etc. 

„Die kntische Beleuchtung der euklWiselien Geometrie fuhrt 

uiiwilikflrli(.Ii auf den Gfedauken, dafs Euklid bei AbfaBSung derselben 
sich die eleuamischen GeheiinnisBe 7um Vorbilde gewühlt hat und dafs 
alle Nachfolger dieselbe in gleicher Weise ausschmücken." 
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. , . ., so kann wohl kaum ein Zweifel darüber seiiij dafs 
in dieser Disziplin (Jie analytische Methode den ersten Rang 
einnehmen mufs...,; dieses (thätiges und schaffendes Ein- 
greifen In den Denkprozefs selbst) leistet aber hier allein die 
Analysis,') sie allein gestattet den Lernenden einen klaren 
Blick in sein Thim nnd Treiben und liefert über jeden Schritt 
die genaueste Beehenschaft. 

Die Hanpiursache, welche jene Unordnung hervorgerufen :'^ 
hnt, liegt darin, dafs man bei Anordnung des Materials fast 
lediglich die Beweismittel im Änge hatte.*) 

Allein nicht nur die Anordnung des Stoffes, auch die Form 7» 
der Darstellung ist ungenügend für einen fruchtbringenden 
Unterricht. Die Definitionen und Axiome werden dem Schüler 
fertig gegeben; der Lehrsatz wird vorgeführt,^) die zum Be- 
weise notigen Hülfshnien gezogen und dieser nun selbst in 
eine Reihe sich gleichsam verschanzender Behauptungen ge- 
führt. Glauben mufs der Schüler am Ende .... aber er kann 

auch nur blindlings glauben Künstlieh und äufserlich .... 

er hätte gewifs der Behauptung des Lehrers ebensogern ge- 
glaubt, wie einem solchen Beweise .... Selbstthätigkeit des 

Schülers bei dieser Methode auf ein Minimum beschränkt 

Ich bin der festen Überzeugung, dafs diese Methode sehr 
vielen Schülern das Studium der Geometrie verbittert und die 
tägliche Erfahrung bestätigt es durch die geringe Anzahl 



') Verfleiche hierzu die verschiedenen Zitate, die sich über diese 
F l-ts 

^D Trwft Iglh UStd 

E fei dl Elmtegmlfcwiddf d fgh t 
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tierer, welche dem geometrisclien Uiiterriclif Tiitoi-esse alige- 
w innen. 
li Deo Übelstiüideii kauii nur tlurcli Einführung der geiie- 

tisehen Methode abgeholfen werden. (Schilderung der gene- 
tischen Methode.) Syiitheiische Behandiui.g mnl's der gene- 
tischen folgen. 

Schrader: Erziehnngslehre. 

:« p- 531. — Eine andere Frage ist, ob nicht vielmehr der ma- 
thematische Unterricht über die jetzt üblichen Grenzen hinaus 
nach bestimmten Richtungen hin erweitert werden dürfe,') na- 
türlich unter entsprechender Beschränkung des jetzigen Lehr- 
stoffes. Die Fn^e mnfs insoweit bejaht werden, als die neu 
hinzutretenden Kiclifcungen geeignet sind, nicht die Summe 
des Wissens, sondern die mathematische Einsicht und An- 
schauung y.u mehren und hierdurcli eine einfachere, lebendigere 
und eben deshalb festere Durchdringung des bisherigen Unter- 
richtsgebietes zu ermöglichen. Dieser Vorteil darf aber mit 
Sicherheit von der beschreibenden und der sog. neueren (leo- 
metrie erwartet werden 

■fl § 143. Der Unterricht soll .... nicht ausschliefslich im 
Wege des demonstrierenden Vortrags, sondern zu einem guten 
Teile heuristisch erteilt werden. — .... So gestaltet sich die 
in formalem Bezüge heuristische Methode sachlich zur gene- 
tischen um 

■7 g 142. Anmerkung 1. — Überdies handelt es sieh nicht 

um den ausschliefe liehen Gebrauch einer, sondern um die ge- 
schickte Kombination aller sachlich bewährten Methoden. 



Waitz: Pädagogik § 26. 
s ]}, 405. Da die strenge Form der Wissenschaft dasjenige 

ist, wodurch die Bederrtung der Mathematik als ünterrichta- 
gegenatand bestimmt wird, so ergieht sich von selbst, <!afs 
der Unterricht in derselben einen vorzugsweise behutsamen 

') Dafs eine so bedeutende Äiitovität, wie Schrader, sich ebenfalls 
für eine Ei- Weiterung de« geoniotiiKcheii Unleirichte aueBprifibt, Eitieie 
ich mit besoiiitei'cr (jr'iiiii^'iluiiiup. 
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und bedäcliiigeii Gang nehmen murs, der im Vorwärtsschreiten 
stets zurüchschaut und nach Grund sucht für jedes Spätere 
in dem Früheren. Er wird sich Jäher eher noch den Vor- 
warf der Pedanterie, als den der Flüchtigl;eit machen lassen 
dürfen, da jede Heine Nachlässigkeit in den Anfangsgründen, 
ja schon jede Unsicherheit in augenblicklicher Beherrschung 
derselben von Seiten des Schijlera entweder die Stetigkeit des 
Fortachreitens seihst hindert, oder es doch nicht zur Klarheit 
der Übersicht .... kommen läfst. .... 

p. 407. Demgemäfs ist das sinnlich Anschauliche der not-;« 
wendige Ausgangspunkt des mathematischen Unterrichts. . , . 

Es erfordert dies die Fafslichkeit der Lehre für den 
Schüler, denn auf allen Gebieten des Wissens mufs die posi- 
tive Kenntnis einer Summe zusammengehöriger Thatsachen der 
Begriffsbildung und der Einsicht in den inneren Zusammen- 
hang derselben vorausgehen. Die Thatsachen, welche dem 
mathematischen Unterrieht zur Grundlage dienen, sind die- 
jenigen, welche der früher besprochene Anschauungsunterricht 
zu lehren hat. 

p,412. Hie.rbeikannes vom pädagogischen Standpunkte nur s« 
gebilligt werden, wenn der Lehrgang der Euklidischen Geometrie 
mehr imd mehr einer solchen Behandlung weicht, die sich be- 
strebt, ... . die einzelnen Lehrsätze 'mehr nach der Verwandt- 
schaft ihres Inhaltes zu gruppieren, die dem Schüler so leicht 
entschwindet, wo die Ordnung derselben nur dadurch bestimmt 
wird, dafs jeder nachfolgende Satz immer einige der vorher- 
gehenden zu seinem Beweise bedarf. (Parallelismus des piani- 
raetrisehen und stereo metrischen Unterrichts verdient alle Auf- 
merksamkeit.) 

p. 416. Die Klage über die häufige Erfolglosigkeit des si 
mathematischen Unterrichtes, welche in der neueren Zeit 
immer aligemeiner durch die gröfsere Anstrengung und die ver- 
besserte Methode zum Schweigen gebracht zu werden scheint, 
hat ihre Hauptursache gerade in dem, was die Eigentümlich- 
keit und den besonderen Vorzug der Mathematik als intel- 
lekten TS üdungs mittels ausmacht, in ihrer Strenge und Syate- 
matjk .... — .,.. Die Schwierigkeit der Mathematik be- 
ruht bei der Einfnchlieif. und Fafslichkeit ihrer Grundlagen 
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für die meisten vorzugüch aui Jer si'hlechten (iewr>huutij^, 
keinen G-edankeu vollständig bestimmt auhzmlpnki'ii iiti<l rein 
festzuhalten ^) 

Beneke, Erziehuugs- uad ünterricbtsJehre. U. § 122. 

« p. 136, Man hat freilich niclit seltpn behauptet, auf die 

Mitteilung dieser mÜSMe ninn .scbon <Ieshalb bei den Meisten 
verzichten, weil für die Mathematik eine ganz besomlere An- 
lage erfordert werde, und nur sehr Wenige dazu organisiert 
seien, in diesem Unterrichts gegen stände einigermafsen Fort- 
schritte zu machen. Aber diese Meinung braucht wohl jetzt 
kaum noch widerlegt zu werden, seitdem durch die Pesta- 
lozzisehe Methode in Hinsicht der elem entarischen Formen- 
und Zahlenlehre der Beweis des CTegeuteils geführt ist. 
Hierdurch sind auch in Hinsicht der übrigen Teile der Mathe- 
matik die langge wurzelten Vorurteile entfernt, und die Er- 
kenntnis des Richtigen geöffnet worden. In der That giebt 
es kaum einen andern Gegenstand, für welchen, wenn dc-r 
Unterricht zweckmäfsig erteilt wird, weniger eine besondere 
Anlage erfordert würde, als für diesen. ^) 

is n, p. 135 „Dies alles zusammengenommen also würde 

die Mathematik, schon als höchste Musterform der Klarheit, 
der Gründlichkeit, der Strenge und der Anschaulichkeit in der 
wissenschaftlichen Konstruktion, einen unschätzbaren Wert für 
die formale Bildung behaupten." 

„Hierzu kommt nun, in materieller Beziehung, nicht 
blos der ausgedehnte Nutzen für das Lebej>, sondern auch, 
dafs sie in dem weitesten Umfange die meisten übrigen Wissen- 
schaften beherrscht, und insofern als ein wesentliches Ele- 
ment der allgemeiu-mensehlichen Erkenntnis betrachtet werden 
mufs," 

') Was tiie Einfachheit und Faßlichkeit der Gfruiidlagen betrifft, so 
düifte Waitz zu optimistisch gesehen und geurteilt haben. Es ist im 
Gegenteil sicherlich keio uuerhehlicher Teil tlet Schald am Mifteifolg 
des mathematiscben Unterrichts der Sorglosigkeit bei der Legnng der 
Gruiulliigen auznschiehen. 

') Beneke steht hier im schroifateii Widerspruch mit Rchillor 
(s. o.). Hätte diese Bemerkung Benekes nicht auch froher schon 
grölacve Beaclitiing verdient"? 



y Google 



„Auch von dieser Seite her also gewinnt der Unterricht 
in der Mathematik eine hohe Bedeutung. Die in ihr behan- 
delten Grundverliäitiiisse der menschlichen Erkenntnis sind so 
weitgreifende und interessante, dafs sie Keinem fremd bleiben 
dürfen, auch der sich nur zu einer mittleren Stufe der Bildung 
erheben soll. Selbst für den kaum zu denkenden Fall, dals 
er niemals in den Fall käme, selbstthätig davon eine Anwen- 
dung nu machen, würde ihm doch eine allgemeine Anschauung 
derselben höchst wichtig, ja unentbehrlich sein." 

IL p, 138. „Selbst die eigentliche logische Begriff- undsj 
Urteilbilduiig kommt in dem Gebiete der Mathematik sehr 
wenig vor;') die logische Schlufsbildung beinahe gar nicht." 
„Die Mathematik dient nur sehr aus der Feme als regelnde 
Norm." 

II. p. 234. „Die Mathematik ist derjenige Zweig des so 
Unterrichtes . . . .,^) wo, dem idealen Verhältnisse nach, jeder 
iiufmerksame Schüler nicht nur etwas lernen, sondern Alles 
lernen inttrste," 

II. p. 236. „Die Mathematik, sagt man, sei überhaupt mir s* 
iür wenige Eigentümlichkeiten (? der Verf.) gemacht; erfordere 
ein besonderes angeborenes Talent, welches unter Zehnen kaum 
Einer habe; ohne dieses werde der kenntnisreichste und ge- 
schickteste Lehrer vergebens arbeiten. Nichts kann falscher 
sein. Vielmehr giebt es entschieden keine andere Wissen- 
schaft oder Kunst, die so wenig ein besonderes, angeborenes 
Talent erfordert, wie diese. , . . ."^) „Eine nur mäfsige Geistes- 



'} BeneLe »chiajikt hiür da-i hohe Lob, dmoii wLlctes ei zuvor 
die Mathematik gefeicit, ein, indem ei ibi nur eine bäbcheiJeae Wir- 
kuugsspb.irt! einräumt Ea scheint mn, alt nanu Beuekc hiei die 
Mathematik allzn äuTBerlich m Betrach-t zieh«, sie zu nehi nd,oh der 
yuamtität ihrei logischen Anwendungen beuiteile nud wnrdige, ohne der 
QualitAt die ihr gebührende Bedeutung zu geben 

') Dafs diese ideale Forderung erfüllt weide, schwebt als hohes 
Zi 1 wohl allen voi, die bestrebt sind an dei Verbesserung der Methoden 
dea matiie mal lachen Unterricht? mitzuarbeiten 

') Es darf wohl nicht mit Unrecht geiade an diosei Stelle auf die 
Cifol^p limgewiP=cn weid n, du= PHst^lu/zi mit ,emei Methode or- 
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krjift und jene nun iiterb rochen gespaimLc Äutnierksa.uiUeit, situl 
die einzigen Erforderniaae." 

H. Kern, Gnindrifs der Püdagogik. — Berlin 1881. 

'J p. 52. „Die Denkt'ornien der Mathematik und des Reeh- 

iiejis sind so mannigfach imd namentlich ao klar, dais die 

formal bildende Kraft dieser Lehrfächer .... besonders hoch an- 

/.uschlagen ist." 

Herharts pädag, Schriften ed. Willmanu. — Leipzig 1875. 

^s IL p. 163. „Aber jede Schule mufa ihre Ehre haben, un- 

abhängig von ihrem Nutzen. Sonst giebt sie dem Pleii'ae keine 
Begeisterung.^ I" 

„Aus beiden Gründen betrachte ich die Mathematik als 
den Hauptgegenstaud der Bürgerschule. Keine ehrenvollere 
(.lymnastik des G-eistes läfat sich finden; und die Spaimkraft, 
welche sie hervorbringt, ist selbst gröfser als die durch die 
Sprachen des Altertums; ihr Nutzen aber ist unbez weife lt." 

so IL p, 164. Die Kraft der Jugend mufs frühzeitig daiiiu 

(zur Mathematik) gelenkt werden. Dies geschieht im allge- 
meinen durch vorläufige, grofsenteiia empirische Beschäftigung 
mit mathematischen üegeuständeu.^) Hieher gehören die An- 
aehauungaübmigen , . . . — Das Wesentliche ist Anschauung 

gegebener mathematischer Formen — Die Wirkung 

dieser Vorübungen zeigt sieh erst später, wenn der mathema- 
tische ünternuht selbst emtritt, dutch eine weit atiikeie Äut 
tiisbung uud duith uu bduielleies Nachdenken als mivoib 
leitete fechhler zu leisten pflegen 

) Leider Jringt Bith lie F wiguD,, nach dein Nutzen immei mtUi 
m (Ikh Voideigruad Und zwt.i kommt uai noLh dw diiektu iinraittf,! 
b-ue Nutzen fni nein viele iq Frage, der mittelbdro Kutaeu der Soliule, 
d»s mgentlicbe ideale Ziel der Oi^mnasien und Uiiiveisität zu kluen, 
was man lernen soll zu khien aelbstcindig aibeiten zn konntn uud /u 
wollen — Aibeit um dei Arbeit willeo — lai wird aIs allzu napr-vkÜBcb. 

') Diese Fordu-ungen H ibaits worden durch den jetzt eingi, 
iiLlitettu fr^i id utihLhen UntPniclit .ium leil tifüUt Wie (itisdK 
lOfh nutzbaiei ^ lUiuLt werl n kunn htt "\ ifchei jbcn gezeigt 
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II. p. 164. Von der Sorgfalt, womit diese Auscliauuiigs- »o 
iibuugeu geleitet werden, hängt die ganze Bürgschaft ab, daXs 
der nachfolgende Unterricht gelingen werde. 

II. p. 263. „Dem eigentlichen Gelehrten ist die Mathe- oi 
niatik schon deswegen unentbehrlich,') weil ohne sie ein gründ- 
iicUes Studium der Naturwissenschaften völlig unniöglicli ist." 

„Wer so unglücklich war, niemals wenigstens einen gründ- 
lichen Elementarunterricht in Arithmetik und Geometrie zu 
gemessen, wird bei aller Anstrengung nicht im Stande sein, 
zu einem vollkommen klaren Verständnis dieser Lektüre (po- 
pulärer naturwissenschaftlicher) zu gelangen." 

Das ist es eben, was am stärksten für die absolute Not- 
wendigkeit eines gründlichen mathematischen Jugendunter- 
riehts spricht, dafs man ein sehr gelehrter Sprachkenner, ein 
umfassender Polyhistor, ,ja selbst ein scharfsinniger dialek- 
tischer Kopf, aufgelegt zu allerlei Suhtilitäten und Distink- 
tionen", sein kann, „ohne sich in irgend eine mathematische 
Vorstellungaart finden zu können". 

II. p. 264 — „und so kommen sie auf den sonderbaren sis 
Gedanken, die Mathematik erfordre ganz besondere Anlagen. 
Aber Mathematik ist keine auf genialer IndividnaÜtat beruhende 
Kunst. Zwar Entdeckungen in ihr macht nur das Genie; hin- 
gegen erlernen läfst sie sich so sicher und gewifs, wie irgend 
eine Erfabrungs Wissenschaft." 

Eh kommt blofs darauf an, vor aller schwierigen De- 
monstration die mathematischen Elementarvorsteihingen auf 
empirischem Wege zur nötigen Energie und Bestimmtheit zu 
erheben,^) und zugleich an einige mathematische Kunstworte 
und Bezeichnungen zu gewöhnen, 

11. p. 621. Dafs die Anlage zur Mathematik seltener sei, «3 
als zu anderen Studien, ist blofser Schein, der vom verspäteten 
und vernachlässigten Anfangen herrührt. 

IL p. 623. Das Wesenliiehe ist Übung des Äugenmafsesfli 
an Distanzen und Winkeln,") und Verbindung dieser Übung 



') Aus einer Eezension Drobitchs. 
^ Vergl. Zitat Nr. 94. 

') Die wenigen Eeohnuiigen, die im. AiiliiugBpfnsiiiii der Geoiiietiie 
aötig siiid, lassen sicli leicht ausführe», iiuch ohne dafs ein arithmeti- 
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mit ganz leichten Reehunngen. Der Zweck ist iiiclit blofs, 
die Beobaclitung fiii' sinnliche Dinge zu scharfen, soiitleru vor- 
züglich, geometrische Phantasie zu wecken, und damit das 
arithmetische Denken zu verbinden. Hierin liegt in der That 
die gewohnlich versäumte, und doch notwendige Vorbereitung 
zur Mathematik. Die Hülfsmittcl müssen sinnlicher Art sein. — 
.... Übrigens versteht sich von selbst, dafs die Änschaunngs- 
übungea nicht die Stelle der Geometrie oder gar der Trigo- 
nometrie vertreten, sondern diesen Wissenschaften die Stätte 
bereiten. 
"ö I, p, 134. Die Mathematik wird zumeist im achten, neunten 
und zehnten Jahre in Gestalt des ABC der Anschauung er- 
scheinen, und in einem Zeiträume von etwa dreiviertel Jahren, 
täglich eine Lehrstunde, nebst einigen Übungsstnuden ver- 

Seltener aber, als täglich einmal, dürfen die Lehrstunden 
nicht sein, wenn man irgend darauf rechnen will, dafs in dem 
Lehrling die notige Sammhing des Geistes sich erhalte, 

n« I. p. 137. Nicht an Umfang, noch an Gewifsheit und 

Bündigkeit fehlt es ihr (der Mathematik) dazu (zur Bildung 
der Geister), aber an systematischer Eleganz und an philoso- 
phischer Durchsichtigkeit. Jeder Mangel hierin macht sich 
beim pädagogischen Gehrauch aufs unangehnehmste fühlbar, 
aufs nachteiligste wichtig,^) — da es für diesen Gebrauch 
nicht auf die Resultate, noch auf ihre Zuverlässigkeit, sondern 
auf das Denken selbst und auf dessen musterhaften Gang 
ankommt. 

!») I. p. 139. Änmerk. Hegel erkennt, dafs beim mathema- 

tischen Beweise nach Euklidischer Art „die vermittelnden 
Bestimmungen ohne den BegrifP des Zusammenhanges, als 
ein vorläufiges Materia! irgendwoher herbeigehracht 
werden"; die Konstruktion ist daher „ohne Verstand, da 
der Zweck, der sie leitet, noch nicht ausgesprochen ist." — 

scher Untuttiebt voratisgegangen ist. Die naturgemilfseii, leichten An< 
■Wendungen werden sogar umgekehrt anoh eine gute Vorteieitung für den 
abstrakten Unterricht sein. 

') Vergl, Herbarte Auseinandersetzungen über Willkurlicbkeit, tlie 
sich hieran anschliefsen. — (Mausefallenbeweiso.) 
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Scliopeuhauer nemit (in „die Welt ah Wille iiuil Vor- 
stellung") die Eiildidi sehen Beweise „stelzbeinig und hinter- 
listig" ja „Tasehenspieierstroiche" und wirft iiinen vor,') 
dafs „bei ihnen die Walirlieit fast immer zur Hintertbüro" 
hereinkommt. 

I. p. 217. Den Übergang (vom ABC der Anschauung zn»;- 
der Mannigfaltigkeit der Naturgegeiistände) selbst au besorgen, 

sei nur das Amt des Zeichenmeisters Darum ist Kultur 

der Anschauung eine so notwendige Vorbereitung fiir alle 
jeue Anatomen (das Wort im weitesten Sinne genommen); — 
also für Ärzte, Wundärzte, — Mechaniker, Architekten, Zim- 
merer, — Physiker, Geologen, Astronomen, — und überhaupt 
ftlr alle Menschen, denen an deutlichen Vorstellungen körper- 
licher Gegenstände gelegen ist.^) 



Schiller, Handbuch der praM. Pädagogik. 

p. 197. Die Mathematik übt durch die Schulung, welche oo 
sie verleiht,- den gröfsten EinfluTs auf die Erweckung der 
Verstaudeskraft, auf Erzeugung von Klarheit, Schärfe, strenger 
Folgerichtigkeit im Denken und ist für jeden wissenacbaftr 
liehen Beruf ein unentbehrliches Bildungsmittel; aber inner- 
halb der einzelnen Gebiete könutea manche unnötigen Dinge 
und viele geradezu schädliche, pedantisch betriebene Übungen 
beseitigt werden. Die eigentümliche Wirkung der Mathe- 
matik liegt in ihren mannigfaltigen, stets klaren und aus- 
nahmslosen Denkformen; die strenge Logik der Urteile stellt 
sich in der präzisen und klaren Ausdmcksweise dar. 

p. 558. Der Unterricht io der Geometrie, welcher auf der loo 
unteren Stufe erteilt werden mufs, soll mittels der Anschauung 
den Sinn für die Form wecken,^) das Verständnis für Eben- 

') Soiiopenhaaei wjU auch die Anschiuung mel i bptraif vi n 
Vergl. Kosack, Schulprogiamm Nordhluseii 1852 

') Herbart uennt die Bildung des Anaohinens weiteiiuu iixeU dd,» 
„Syaleüiatisohe Band", den btamm fast lUei Fevtigk iten 

') Wir haben es hier mit eizipm NebtiiToiUil zu thm der ohne 
weitaveB Zuthiin aicli aus Itn uchbg geleiteten Anacbauui gs luter oht 
ergiebt und der wahrlitl nicht oeiing all^usl-bl'^gl.n i't 
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lüäfsigkeit uud Regel luäl'sigkeit foi'deru um! t 
uud die Hand iibeiij sowie die ... . 



>i Deioliardt,') Der Gymiiasialunterriclit. Hamburg 1837. 

p. 28.^) Denn in dem Gymnasium aoll nicht diese oder 
jene WiBsenBchaft gelehrt werden, sondern es soll die allge- 
meine Substanz ailer Wissenschaften in dem Geist des Seliiilera 
entzündet werden, dafs er im Besitz dieses allgemeinen Wesens 
aller Wissenschaft einen Schlüssel habe zu allen besonderen 
Wissenschaften und in allen sich findet, auf die er Pleifs und 
Mühe verwendet. 

'3 p, 64. In der Mathematik wird der Schüler an bewei- 

sendes, gründlich und mit Notwendigkeit fortschreitendes Den- 
ken gewohnt und ein Bild und Beispiel eines wissenschaft- 
lichen Organismus gegeben. 

>3 p. 161. Den Anfang des systematischen üntem'chts in 
der Mathematik bildet die anschaulichere Geometrie und von 
ihr wird zu der abstrakteren imd dem reinen Denken näher 
liegenden Arithmetik fortgeschritten 

'4 p. 176 , so wie denn überhaupt zum Betreiben der 

aligemeinen Arithmetik schon ein hoher Grad von Abstraktion 
und Verstandesbildung gehört,^) wenn sie nicht zum toten, 
fruchtlosen Formelwesen herabsinken und alle bildende Kraft 
verlieren soll. 

p, 181. Der Gegenstand der Geometrie fällt in die An- 
schauung und ist daher für den Anfang das Verständlichste. 
Die Arithmetik erfordert, da sie hier nicht mehr gewöhnliches 
Rechnen ist, sondern die allgemeinen Zahlen zu ihrem Gegen- 
stände hat, einen viel hohereu Grad von Abstraktion. Dieses 
Abstraktionsvermögen, das zur Auffassung lier all- 
gemeinen Zahl, ihrer Verbindungen und Eigenschaften 



') Die e gl lie Padag k d e wi e b nt an vergeescu 

ist, möchte h all □ Kolle n a f da \ mst mpf ht u 

') Vei ! aa h I b 

') Die e Bern kngtii Iit wjdbLtgu wixd, dei- 

den Anfiin nt Lt A th I k L t t t n n t 11 h t. 
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vird durch das Studium der i 
güwouneu. 



H. Haukul, Du; Entwicklung der Mathematik etc. Tii- 
biugen 1885. 

p. 5. — Dies Vorurteil, welches Männer wis seil seh »ft- lo» 
iieher Bildung oft genug veranlalst, sich zu rühmen, dafs sie 
niemals ein Jota von Matliematik verstanden haben/) gleich- 
sam, als ob sie sich dadurch den Adelsbriet' für Esprit und 
Geist ausstellen wollten! 

Freilich, wie unsere Wissenschaft auf den meisten Schulen 
unseres Vaterlandes getrieben wird, da ist sie trocken — un- 
glaublich trocken — fast so trocken als die Deklinationen der 
lateinischen Grammatik. 

Nicht eher wird die Mathematik in weiteren Kreisen ilire 
richtige Würdigung linden, als bis ... . die unglückselige 
Meinung beseitigt ist, dai's "sie im ünterichte weiter keinen 
Zweck habe, als den Gfeist formal zu bilden. 

p. 7. Wie Pallas aus dem Kopfe des Zeus entsprang, i"e 
gewappnet und gerüstet, so tritt die Mathematik hier (in 
Kuklida Elementen) auf. Wunderbare Klarheit und Bestimmt- 
heit der Begriffe, strengste Konsequenz in deren Verbindung, 
höchste Einfachheit der Darstellung, das sind die Eigenschaften 
dieses unsterblichen Werkes, die niemals wieder in gleicher 
Weise vereinigt gewesen sind. Die „Elemente" des grofsen 
Alexandriners bleiben für alle Zeiten das erste und, man darf 
vielleicht behaupten, das einzige vollkommene Muster von 
logischer Schärfe in den Prinzipien und von strenger Ent- 
wicklung der Sätze. Will man sehen, wie eine Wissenschaft 
auf einer sehr geringen Zahl von anschaulichen Axiomen, 
Postulaten und schlichten Definitionen, durch einen strengen, 
an keiner Stelle erschlichenen oder nach fremden Hülfsmitteln 
greifenden, wir möchten sagen keuschen Syllogismus auf- 
gebaut, und bis in die kleinsten Details ausgebaut werden 
kann, so mufs man zu Euklids Elementen greifen. 

') Man vergleiche Zitat Nr. l nebst Jen dazu gehöiigon AnEierkungt;ii. 
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Dagegen: So oi>fei't i3ie antUte Geometrie zu Gunsten 
einec scheiiibareu Einfaeliheit und Anschaulichkeit die wahre 
Einfachheit auf, welche in der Allgemeinheit der Prinzipien, 
und die wahre Änaehaulichkeifc, welche in der Erkenntnis des 
Zusammenhangs geometrischer Uestalteu io allem Wechsel 
und in ullur Veränderlichkeit ihrer sinnlich vors teil baren Lage 
beruht. 

Reidt, Anleitung zum math. Unterricht. Berlin 1886. 

>'■ p. 2. Hierzu kommt ferner,^) dafs in der Mathematik ein 

schlecht geleiteter Anfangsunterricht mehr Sehaden bi-iugt, 
iils in irgend einem anderen ünterrichtsfache. 

'S p. 5. Unter den Lehrern der Mathematik herrscht, viel- 

fachen Erfahrungen nach zu schliefsen, ein ausgeprägter Sub- 
jektivismus. Mag auch in den allgemeinen .... Fragen .... 
eine Einigung oder wenigstens eine beträchtliche Mehrheit er- 
zielt sein, in der Anwendung auf das einzelne gehen die An- 
sichten sehr erheblich auseinander, 

'" p. 40. Bei Euklid stehen bekanntlich die einzelnen Lehr- 

sätze ohne jede aus ihrem inneren Zusammenhang hervor- 
gehende Ordnung; das Prinzip, auf welchem ihre Reihenfolge 
basiert, ist nur das, dafa kein Satz eher vorkommt, als die zu 
seinem Beweise dienenden anderen Satze bewiesen sind. Im 
Gegensatz hierzu verlangt die neuere Methodik eine genetische 
Entwickeluag der einzelnen Lehren, sie verlaugt also, dafs die 
einzelnen Teile des Systems, auch untereinander, nach ihrem 
sachlichen Inhalt tliunlichst io Zusammenhang gebracht, dafs 
das Verwandte aeben einander gestellt werde, das räumlich 
Nichtolgende auch inhaltlich als Folgerung oder weitere Ent- 
wicklung de'^ Vorhergehenden erscheine, dafs die Aufeinander- 
folge dei emzelnen Lehren sich aus dem Gegenstande der- 
selben natuigemäfs ergebe und jede Untersuchung auf die 

) Aus ße Hs Aalcitnng werde ich nni* wenige Zitate an dieser 
btelle T. BfQhrbch geben, soudein micli beschrilnken, im Texte anf die 
ptrefierideB Abschnitte bei Reidt ju verweisen, da ich wohl vorans- 
setren kann dals, wer die vorliegende Aiheit des Leaens für wert hillt, 
m t e Der sn hervorrageaden Leistung, wie Roidts Anleituüg, hinreichend 

"VB t dUt ot 
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foljrende ais ihre Ergänzung zum Zwecke abschliefseoder Be- 
handlung des betreffenden Untersuchungsgehietes hinweise. 

Es ist selb st verstand! ich, dafs diese Forderungen unter 
der Bedingung zu erfüllen sind, dafs das Euklidische Prinzip 
durch dieselben nicht verletzt werde. 

p. 52. Ebenso sind auch in der Geometrie alle söge-" 
nannten populären Beweise zu vermeiden/) welche in der Be- 
rufung auf anschauliche Eigenschaften einer speziellen Figur 
gipfeln, oder auch nur Umschreibungen der Behauptung sind, 
wenn sie nicht gar sich geradezu im logischen Zirkel be- 
wegen. Die ersteren wird man hier und da mit Nutzen 7,u 
weiterer Veranachaulichung und Erklärung gebrauchen können, 
wie z. B ; den strengen Beweis dürfen sie jedoch nie er- 
setzen. 

Zwar sagen die ... . Instruktionen für den Unterricht 
der Gymnasien in Österreich: Der hohe Wert der An- 
schauung, der „ersten Quelle der Evidenz", wird noch häufig 
nicht genug gewürdigt. Viele Wahrheiten der Geometrie 
können auf dem Wege der Anschauung erkannt werden, und 
es unterliegt keinem Zweifel, dafs die meisten elementaren 
Sätze der Geometrie vor jedem Beweise und doch mit der 
vollen Überzeugung von ihrer Wahrheit aufgefunden worden 
aind. Auch der geübte Mathematiker erkennt oft in seinen 
Untersuchungen die Evidenz geometrischer Beziehungen zuerst 
durch Anschauung und gelangt erst spater zu ihrer begriff- 
lichen Vermittelung in der üblichen Form. „Ist doch das an- 
schauliche Wissen," wie Loelte trefflich sagt, „unwidersteh- 
lich; gleich dem hellen Sonnenlichte zwingt es zu seiner Er- 
kenntnis, sowie die Seele sieh darauf wendet; es läfst keinen 
Raum för Zaudern, Zweifeln und Untersuchen, die Seele ist 
sofort von dessen klarem Lichte erfüllt." 

p. 71. Wenn eine Kluft zwischen den Gymnasien undn 

) Ea wi d hiei gcw Ih mit Recht auf die Gefibr aufmerk im ge 
inacM d e in empr sog populären Belandiung dei Geon etne liegt 
Hl r kann man auch ?i^en Gott behfltL. mich vot meinen Freunden, 
ete lpdo''h wird die Pe-neiskraft der reinen Ansdiaunng hieidurch nicht 
^eti ffei la 1e iug dei leinen An>ichiminf( aioh ergehende Beweis ist 
■. ^h rii 1 -in h 1 r '.t 1 „ t 
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der Universität einzutrctuii beginut, so hat niclit blofs das 
erstere, sondern aucb die Hoehschule die Pfliclit, an der Her- 
stellung der verbindenden Brücke zu arbeiten. Die letztere 
darf bei ihren Anforderungen nicht vergessen, dafs die höhere 
Schule nicht blofs zukünftige wissenschaftliche Mathematiker 
unter ihren Schülern zahlt, sondern eine Mehrzahl von solchen 
Lernenden, denen weder dasjenige Interesse noch die Be- 
gabung für weitergehende mathematische Disziplinen inne- 
wohnt, welche der Hochschullehrer von seinen Hörern er- 
warten mufs, 

Sie darf auch nicht vergessen, dafs ein solides wissen- 
schaftliches Gcebäude nicht durch Verstärkung der mittleren 
und oberen Partien auf Kosten der Fundamente errichtet 
werden kann. Wenn die fortschreitende AVissenschaft immer 
höhere und höhere Anforderungen an ihre Jünger stellt, so 
darf sie die Erreichung derselben nicht dadurch erstreben, 
dafs sie einen Teil ihrer Arbeitslast auf andere Schultem 

wälzt, welche bereits hinreichend zu tragen haben Darum 

stimmen wir — ohne deshalb berechtigte Fortschritte ab- 
lehnen zu wollen — dem Ausspruche Holzmülierg (H. Z, 
XVI, 7) zu: „Bei jeder Anstalt liegt eine grofse Gefahr in 
dem Überschreiten der Lehrziele, in dem Hinaufklettern zu 
höheren Stufen," 
lä p. 174. Von anderer Seite ist im Gegensatz hierzu ver- 

langt worden, dafs die Geometrie nicht begonnen werden 
solle, ehe die Schüler die Anfangsgründe der Arithmetik ge- 
lernt haben, weil von letzteren schon in den ersten plaui- 
metrischen Abschnitten Gebrauch gemacht werde (Kofeer in 
d H Z XV, 2) Da schwerlich der Rechen unterrieht schon 
mit Qumta abgeschlossen werden kann, die Anfänge der 
Arithmetik wohl kaum fruhei als in Untertertia gelehrt werden 
kjnnen so wuide die« eine erhebliche Verschiebung des Be- 
ginne', der Geometiie erfotdern. Wir halten dies nicht für 
notwendig denn die wenigen arithmetischen Beziehungen, 
welche in den Anfängen dei Planimetrie vorkommen, sind so 
einfach, difc em mit Sei nötigen Rücksichtnahme auf die 
\oiberejtiin,]; lur Buchstabeniechnung erteilter Rechenunter- 
Hfl t hinteKheii I ann he Viiwinrigkeiteu zu beseitigen. Man 
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kann die Sache auch umdrehen und gerade die leicliten, an 
anschauliche Objekte geknüpften arithmetischen Relationen der 
PJaniraetrie .... als Vorübung zur Arithmetik behandeln. 

p. 182. Die Zeit, in welcher unser geometrischer Schul- "3 
Unterricht nur der „starren" Methode Euklids folgte, liegt 
noch nicht lange hinter uns, ja sie ragt in einzelnen Aus- 
läufern noch bis in die Gegenwart hinein. Noch vor wenigen 
Jahren wurde von einem der Leiter des Schulwesens in einer 
prenfsischen Provinz der engste Anschlufs an Euklid im 
Unterricht gefordert, und infolgedessen kam es vor, dafs an 
einer Anstalt eine Übersetzung der Elemente Euklids als 
Lehrbuch in den Händen der Schüler war. 



Mager, Wissenschaft der Mathematik etc Mit einer 

Einleitung Über die Methode der Mathematik etc ') 

Berlin 1837. 

p. VI Dieselbe Methode, welche man für formalem 

und materiale Bildung als die günstigste anerkennen mufs, 
stellt sich auch als diejenige dar,^) welche den wissenschaft- 
lichen Organismus treuer als jede andere, nämlich genetisch 



') Seite "VlI sagt Mager: Ich schaffte eine Menge mathematiscber 
Lehrbücher und Systeme an, alle waren in der Enklidisehen, dog- 
matischen Weise gearbeitet; heriilimt gewordene Aussprüche berühmter 
Mathematiker, a. B. das bekannte Wort von Kästner, vermehrten 
meinen Respekt vor Euklids Methode und lange hielt ich den Ge- 
danken für eine Vermessenheit, es könne vielleicht der mathematische 
Inhalt mit seiner herkömmlichen Form nioht durch innere Motwendig- 
keit, dnrch die Natur der Sache verbunden, sonclein eins vom andern 
unabhängig sein; es lasse sich für diesen Inhalt vielleicht eine Form 
finden, welche der Natur des Inhalts ebenso angemessen, dagegen den 
Bedürfnissen des lernenden Subjekts viel angemessener sein dürfte .... 
die dem Gegenstande immanente Methode war auch diejenige, welche 
dem Lernenden sein Eecht läfst; denn es war diejenige, .... welche 
ich hier objektiv die genetische, subjektiv die heuristische nennen 
will, — Mager zitiert ausföhrlich: Bayer, G>'genwllrt^er Standpunkt 
des mathematischen Unterrichts. Aachen 1832. — Ich werde auf diese, 
sowie die Magersche Schrift noch näher einKugehen haben in dem 
Ka]iitel, das speKiell den Methoden gewidmet ist. 

') Man vergl. aui-li Mn.^er, p. VIIL, die beifJen Zitate. 
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espliaiert Die wahrhafte Methode hat ihre subjektive 

und objektive Seite in vollkoiuineustec Übereiri Stimmung, 

1". p. X. Wenn man mich fragt, was ich denn an Euklid 

auszustellen habe, so antworte ich; .... an dem Lehrer 
Euklid aber — wenn man von einem so vorzüglichen Manne 
annehmen darf, er habe nach seinem Buche, so wie es ist, 
unterrichtet* — , dafs ein solcher Unterricht nicht der rechte ist, 
*.... wenigstens spricht die berühmte Episode in Pia- 
tons Menon deutlich genug dafür, dafs Sokrates die Geo- 
metrie heuristisch lehrte. Ob nun, als Euklids Elemente 
einmal vorhanden waren, das spätere Altertum die heuristische 
Methode allmählich vernachlässigt und dafür nach Euklid 
doziert hat,^) kann ich nicht sagen; hat man es gethan, 
so ist dies nur eins der vielen Zeichen vom Verfall 
der antiken Kultur. 

10 p. XIV. Was aber hauptsächlich für die heuristisch- ge- 

netische Methode spricht, ist dieses: Nach ihr ist der Schüler 
ein Sehender, der nicht nur weifs, woher er kommt und wo 
er steht, sondern auch, wohin er geht, während der nach 
Euklid unterrichtete Zögling alle fünf Minuten eine Binde 
vor die Augen bekommt, in einem verschlossenen Wagen (er 
weifs nicht wie ihm geschieht) eine Station weiter gefahren 
wird und dann im besten Falle zur Aufgabe erhält,^) den Weg 
nach der letzten Station zurück zu machen. Gesetzt nun, er 
erlangt eine ausgezeichnete Fertigkeit darin und lernt auch 
alle Stationen, auf denen er sich successive aufgehalten hat, 
gut kennen, so ist Joch sein ganzes Reisen am Ende, sobald 
ihn der Lehrer im Stiche läTst und ihn nicht mehr auf eine 
neue Station bringt. Er hat eben das Reisen selbst nicht 

') Die Fra^e endgültig zu entacheideii, wäre am eine kritische Ge- 
schichte des geometrischen üiitenichts im Stande; doch ist es wohi ge- 
stattet auzuuehmeo, dafs Euklide ElemeDte kein Lehrbuch im gebräucli- 
licheii Sinne des Wortes oder vielmehr kein Sohulbuck gewesen sind. 

^) Die Auseinandersetzungen Magers an dieser Stelle beziehen sich 
zwar auf die Arithmetik; dafs aber Mager sie auch für die Geometrie 
gelten läfst, beweist folgender Pasaus auf p. XtX: „Wie bewundenmgs- 
wi'lrdig nun aber auch, die Element.e des Euklid siod, ..... so dünkt 
mich doch, dafa der von mir in der Zahlenlehre versuchte heurististh- 
genetdschc Weg auch hier eingeschlagen werden mufs." 
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gelernt Wogegen der nach rler genetischen Methode 

üntemehtete vom Lehrer das Prinzip des Fortschritts be- 
kommt. 

p. XXV. Keiner glaube, wenn nicht das innere Anschaa-ii7 
«ngs- und Denkvermögen der Jugend an scharf bezeichneten 
Gegenständen der äufeeren Anschauung erweckt und geübt, 
und das Urteil eine Zeit lang durch das Zeugnis der Sinne ver- 
mittelt und so dem Gedanken eine Stütze geboten worden 
ist, dafs irgend ein Schüler zum wissenschaftiicheit Studium 
der Geometrie befähigt sei. 



J. K, Becker, Zur Reform des geometr, Unterrichts. — 
Wertheim a. M. 1880. 

p. 3. Seit dem Anfange dieses Jahrhunderts hat maniis 
von wehr verschiedenen Standpunkten aus Versuche gemacht, 
die Geometrie aus den starren Formen zu befreien, in die sie 
durch Euklides gezwängt worden ist. Alle diese Versuche 
gingen, wie neuerdings wieder hervorgehoben wurde (in dem 
Aufsatze: Zur Beform d. geom. Unterr. Von W. Fiedler in 
der Viei-teljahrssehrift der Züricher Naturforschenden Geseli- 
achaft. Jahrg. 1877 p. 82 — 97), von der Thatsache aus, dafs 
der Erfolg des geometrischen Unterrichts nach der Methode 
des Euklides in allen Schulen ein verhältnismäfsig geringer 
ist , und auch die besten Schüler nicht den Eindruck eines 
wohlgeordneten Ganzen düvon tragen, sondern vielmehr nur 
eine Fülle leicht verlierbarer Einzelheiten. 

p. 3. Wenn nun aber auch ungeachtet der gröfsten 119 
Rührigkeit auf diesem Felde seit fast 70 Jahren noch keine 
Methode dadurch allgemeine Anerkennung gefunden hat, dafs 
sie stets und überall die wünschenswerten Erfolge erzielt,^) so 
ist es doch eine entschiedene Verkennung des Geleisteten, wenn 
Herr Professor Fiedler sagt, das Übel sei auch heute noch 
dasselbe und es sei eine unbestrittene Thatsache der Päda- 
gogen, „dafs gute Erfolge in der Geometrie sehr selten sind 
unter den Schülern aller Schulen."'^) 



') Vergl. 120. 

*) Becker fägt hinau, dafs Milserfolge iu ilei* Geometrie nach 31 
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2Q p. 4. Waren aber vor 50 Jahren Lehrer der Mathematik, 

die Erfolge aufweisen konaten . . . noch eine grofse Seltenheit, 
so ist doch inzwischen die Verbesserung der Methode so fort- 
geschritten, dafs bei der allerdings noch nicht überall hiu- 
gedmngenen Kenntnis dieser Fortschritte nur einiges päda- 
gogisches Geschick dazu gehört, um auch in der Geometrie 
ganz gute Erfolge zu erzielen. Neben der noch sehr ver- 
breiteten Unkenntnis dessen, was von den verschiedensten 
Seiten für die Verbesserung der Methode des geometrischen 
Unterrichts bereits geleistet worden ist, und neben der Macht 
der Gewohnheit, welche die Meisten an dem bisher befolgten 
Gange des Unterrichts mit Zähigkeit festhalten läfst, sind es 
freilich noch einige tief eingewurzelte und von in hohem An- 
sehen stehenden pädagogischen Autoritäten gehegte und ge- 
nährte Vorurteile, welche sehr oft die Erzielung der ge- 
wünschten Erfolge erschweren oder ganz unmöglich machen, 

äi p. 4. Man hat der Geometrie des Euklides hauptsäch- 

lich zwei Vorwürfe gemacht: 1) Sie giebt kein innerlich 
zusammenhängendes Ganze, sondern eine Fülle von Sätzen, die 
nur dadurch äufserlich verbunden sind,') dafs der Beweis 
für die Richtigkeit eines folgenden Satzes die Anerkennung 
der früheren voraussetzt. 2) Sie giebt Überall nur Erkennt- 
nisgrunde, wo man Realgriinde sucht; d. h. es wird immer 
nur gezeigt (oder besser, man wird Überall durch eine lange 
und schwer zu f 1 d 1 ! h b 1 It d 

künstliche Schi fk tt b rf h t g h ) d f in L h t 

Ansieht itreu Gdd htt ITdLh hdlli 

machten Porta et tt dVb g dMll htg 

eignet hat" oder 1 (. d dmtlMttd It 
thuu haben." 

■) Beekcr tothi IdThtmf m tw hft 

liohem Sinn und ht bl W f b g 1 b g bt S hül ach D h 

arbeitmg des E kl d d d G t g li t t 

Lehrbuüh" dei G m t M t w d m i W Ih Im 

Meister ilserdh LtmdmVl dPn plg 

gehen hatte N lil m h tw f h h tt — a„t W Ih Im — 

kam es mu eist 1 b h g ht w d h h tt R ht 

denn es fehlte mtZ Lg dd fk mmt d h 
eigentlich alles an." 
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richtig ist, während man nirgends Einsicht in den inneren 
Zusammenhang der in den einzelnen Sätzen ausgesprochenen 
Eigenschaften der Figuren erhält, durch die uns erst klar 
wird, warum er richtig ist. 

p. 5. Nach Anführung der bekannten Stelle aus Stei-iäs 
ners Einleitung zu seiner Abhängigkeit geometr, etc. heifst es: 

Diese Worte beziehen sich zwar nur auf die projekti- 
visehe Geometrie, '^) und wenn Herr Fiedler deshalb zu dem 
Schlüsse kommt, die Reform der Geometrie werde erst eine 
vollendete sein, wenn die ganze Geometrie projektivische Geo- 
metrie geworden sei und durchweg „projizierend verfahre", so 
scheue ich mich nicht, diesen Weg zur Reform der G eometrie 
für emen^ irrweg zu erklären, so lange nicht eine wirkliche 
AuSOhrung dieser I{«form zugleich ihre Möglichkeit und 
Zweckmäfsigkeit Tor Augen stellt. Was in diesem Sinne wirk- 
lich bereits versucht worden ist, zeigt sich bei näherer Prüfung, 
wie zu erwarten war, als vollständig mifslungen; namentlich, 
wenn man als Mafsstab die auf diesem Wege erzielten Er- 
folge bei der Mehrzahl der Schüler zu Grunde legt. 

p. 14, Am schlimmsten wirkt dieses pedantische Drillen las 
in Demon st lati Ollen und Definitionen, wenn min dimit zu 
fiuh beginnt Voi dei Obertertn, sollte nach memer Au 
'iii.ht der geometrische Dnteiritht höchstens im Anschiuung'- 
untemcht und geometiisehem Zeichnen bestehen } Hat der 

Ich kann mich der Ansicht Beckei 3 nui inscliherien Die Me 
thode des geometrischen Untemchts auf den hohcien Lehranstalten wird 
immer t,ine anderi, sein muesen lls die rem wiSbeiiS(,hiftlii-lie dei Univei 
sitäten und I ledler geht entschiedoti ?u weit wenn er verlangt daJs 
durchweg ptojiaierend verfobren werden muate Wie viel Tiiikbch 
ansführbar and aweckmäJaig ist, zeigt nngefilhi der Veisii-h Rubelt 
Mnllere Demgegeaube) sind die weiter oben eiwähnten warnenden 
Worte Günthers und auch Thaerh nicht unbeachtet zu lassen 

) Ich konstitiere mit beaondeiei Gemigthuing dala nach diesen 
Wortpn Beckeis Ansicht nbei den geometrischen lesp pliaimetiibclipn 
TJnteriioht mt dei memigen übereinstimmt Ji Becker „eht so^a 
uoeh weiter nnd will voi Obeitertia keinen wissen schaff liclien Untei 
iiiht die Konsequenzen ans emet solchen Anoi Inung weiden nicht ge 
zogen es können aber sicheihch keine andeien sein ils d eienigen die 
ich in niemen Themen tus^ sprechen 1 ab<. 
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Scküler erst einmal durch blofse Beobachtung die Zusammen- 
gehörigkeit gewisser Eigenschaften bei einfachen selbst kon- 
struierten Figuren kennen gelernt, so wird er schon geneigter 
sein, einer wissenschaftlichen Darlegung dieses Zusammen- 
hangs zu folgen. 
n p. 13. „Um die Methode der Mathematik zu verbessern, 
wird vorzüglich erfordert, dafs man das Vorurteil aufgebe, die 
bewiesene Wahrheit habe irgend einen Vorzug vor der an- 
schaulich erkannten, oder die logische, auf dem Satze vom 
Widerspruch beruhende vor der metaphysischen,^) welche un- 
mittelbar evident ist, und xu der auch die reine Anschauung 
des Raumes gehört." Diese Worte des grofsen Frankfurter 
Philosophen .... kennzeichnen das wichtigste und zugleich 
verbreitetste der Vorurteile, welche einer gedeihliehen Wirk- 
samkeit dos Lehrers der Geometrie oft im Wege stehen 



Bischoff, Über Zweck und Art des math. Unterrichts a, 
d, Gymnasien, Amberg 1847. 

25 p, 3. Die ältere, bis vor wenigen Jahren in allen Schulen 
üblich gewesene, zum Teil noch übliche Methode ist wohl 
jedem, der einmal auf den Schulbanken seine Jagend ver- 
bracht, wenn auch nicht bekannt, doch in gutem (?) Andenken:^) 
der tote Mechanismus derselben hat jeden so manche Stunde 
seines Jugendlebens gelangweilt, ihre durchgängige Unklar- 
heit dem Strebenden das Studium der Mathematik verleidet, 
den Gleichgültigen über seinen gänzlichen Mangel an Fort- 
schritten leicht getröstet, die Erfolglosigkeit des Studiums 
endlich, die bei solchen Elementen unvermeidlich war, die 
Mathematik überhaupt in schlechten Kredit gebracht. 

20 p. 8. Im förmlichen Gegensatze hierzu erfordert die Geo- 

metrie Selbstlernen, ein eigentliches Studium, daher blofses 

) V gl Z t t N 49 

^DaB htdUtldhi bdfh Mthdd 

m th m t h U t U fallt w 1 k ht b t b 

h w md It Üb tmm^ktttd 

dl 'Fng 1 rsht WimBm tdfd Mthd mll 

h bl h d f ht g w d d r 1 Auf t 
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Talent ohne Fleifs iiielifc ausreicht/) wohl aber angestrengter 
Fleifs selbst dem mittelmärsigen Talente bei der steten und 
gleichförmigen geistigen Übung aufzuhelfen vermag, für welche 
Behauptung jeder aufmerksame Lehrer der Mathematik in sei- 
nem Schill erk reise schon mehrfache Belege gefunden haben wird, 

p, 9. Jedem nämlich, der von anderen Doktrinen heria 
einen Sinn für Wissenschaftlichkeit mitbringt, fällt der bei- 
nahe gänzliche Mangel an logisch-richtiger Durchbildung der 
Geometrie auf,^ der sich in der Unhaltbarkeit der Definitionen, 
wie im Durcheinander der einzelnen Lehren und Lehrsätze in 
allen vorhandenen Lehrbüchern durchweg offenbart. 



Bielmayr, Über den Math.-Unterricht an unseren Gym- 
nasien. Aschaffenburg 1870. 

p. 11. Sollte dagegen jemand fragen, ob nicht etwa dieii 
übrigen Teile der Elemente in das Unterrichts programm auf- 
genommen werden sollten, damit doch wenigstens die Ele- 
mente vollständig erlernt würden, so würde ich ebenso ent- 
schieden mit Nein antworten und zwar aus Gründen,') die ... . 
teils darin liegen, dafs .... die für unsere Wissenschaft ver- 
fügbare Zeit ohnedies für das gegenwärtige Pensum streng 
nicht hinreicht, und selbst, wenn sie vermehrt 



'} Die GrCinde gegen das veraltete Vornrteil der besondern Begabung 
finden aioh hier — wenigatens was die Geometrie betrifft — äufaerst 
treffen 1 uod klar ausgesprochen 

') Die L nhaltbarkeifc dei Definitionen eigt iich doch nur di wo 
veisuctt wird an tich klare Begnfte die a pnon im meuBcLhchen Vei 
stände hegen ^u lehnieten (jegen dn logiact ricbtigp Durchblding 
dpr Geometne witd ta ^llgemeiuen kein Einwand erhoben insofern in 
de E iklidsehen Oeoraetrie eii logischen Prinzip vorhanden lat und 
atnkto durchgeführt Wird Fs handelt sich bei Ion Vorwürfen gegen 
Biklid doch nm den inneren geometr Bcbpn Zusammenhang 

') Hier n hegt das pur ctum ailien? intecsiveier Uoterncbt wird lu 
seinen Folgen aich stet viel wohlthatiger zc gen ala e ner der luf Ei 
tei s on hinauogeht A^ pi in a nem auch nur besch ankten Tille einci 
"Wiasens baft ntensive '^t idien gumaibt bat wird leicht im Stinde se n 
weiter au arbeiten nnd auch auf andere Gebiete sicli zu veibreiten 
wibrend der extensive Unteri cht die Gelahr der Oberflächlichkeit und 
infoleedessen des N i-l t Ko mens m b cb 1 irgt 
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wer<3en würde, besser auf Vermehruug der Iiitensititt als auf 
Vergrofserung der Extension verwendet würde. 

ffl p. 18. Die ziemlicli verbreitete Ansicht aber, als ob zur 

AneigDimg des bei uns verlangteu Teüa der Elementann atlie- 
matik besondere mathematische Fähigkeiten erforderlich seien, 
habe ich schon im Vorhergehenden nicht nur gemäfs der dort 
angeföhrten Erklärungen von Snell, sondern aach auf Grund 
von mehr als zwanzigjähriger eigener Erfahrung, teils im 
öffentlichen, teils im Privatunterricht, als vollständig irrig be- 
zeichnet. 

'0 p. 19. Es stürmen nun auf ihn zwei neue Fächer, all- 

gemeine Arithmetik und Geometrie,^) auf einmal herein. Jedem 
von beiden sind nur zwei wöchentliche Stunden zugewiesen, 
was die Kontinuität des Unterrichts bedeutend beeinträchtigt. 

*i p. 21. Ich habe im Vorhergehenden angedeutet, dafs ich 

den gleichzeitigen Beginn des Unterrichts in der allgemeiueu 
Arithmetik und Geometrie mifsbillige — nicht ebenso ver- 
werfe ich die gleichzeitige Behandlung dieser Fächer.^) .... 
Niemand wird bestreiten, dafs die Betrachtung der diskreten 
und stetigen Gröfsen einen Gegensatz darbietet, welcher kaum 
giÖfser gedd-uht weiden 1 ami, wählend anderseits die Aiith 
metik die Grundlage dei gesamten Mathemitik bildet Diese 
Umstände allem acheinen mii schrn hinieichend, um sich 
^egen den gleichzeitigen Beginn dei beiden Fächer zu er 
klaien Meine Ansicht geht dahin, lafs man das er&tt 

Jahr 'iusachhelBlich auf allgemeine Aiithmetik veiwenden im 
zweiten Jahie die GeDmetiie dazu nehmen und vlh di in die 
beiden Fächer nebeneinander behmdeln soll 

') DiP^ier gle clizeitigö Beginn von Arithmetik un l i eomet le Lit 
ja nach dem neuen Lehiptan aufgeholt dafui emd der Mathematik ubei 
haupt aber anoh nur drei Stunden m Tertia zugewieeen 

'; Hier treten die Ans rhten Bielmtj re in den schärfsten Uegen- 
satz z 1 den meimgen wujnend auch ci gegen den gleichzeitigen Beginn 
der beiden mathematiechpn Untei richte zweige st will er jedoch mit der 
Arithmetik begonnen haben Meine Bedenkeu gegen eine deiartige An 
Ordnung dea Unt nichts habe u,h weit«c oben dargelegt hier will h 
nur noch einmil wiedoiholen dafe man die wenigen anthmet &chen Regeln 
die man im gi.omettioch.eti Anfangs nnteiiicht biancht sehr wohl in diesem 
beila tij, „p1 cu kaan 
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p. 22. Dagegen wird nach meiner Erfahrung die Geo-isa 
metrje schneller vergessen als die Arithmetik,') uud von den- 
jenigen, welche das Gymnasium verlassen haben, giebt es viel 
mehr solche, welche noch im Stande sind, Uleichnngen auf- 
zulösen, als solche, welche noch Beweise für geometrische 
Sätze oder Auflösungen von Aufgaben zu Stande bringen, ein 
Umstand, der ohne Zweifel dafür spricht, dafs das Studium 
der Arithmetik ein intensiveres und darum fruehtreicheres ge- 
wesen war, als jenes der Geometrie. 

Vergleiche hierzu Brenneke, Vorrede zu seiner Ein- 
führung in das Studium der darstellenden Geometrie p. 3: 
„Es ist eine (unter den Lehrern der Mathematik) bekannte Er- 
fahrung, dafs es viel leichter ist, gute Erfolge bei den Schü- 
lern im arithmetischen Unterrichte zu erzielen, als im geo- 
metrischen." ^) 

p. 26. Ein andrer Umstand, welcher verhindert, dafs der las 
mathematische Unterricht an unseren Anstalten den wünschens- 
werten Erfolg erziele, ist, wie ich ebenfalls schon früher an- 
gedeutet,^) das Mifsverhältuis zwischen dem Pensum und der 
für die Behandlung desselben angewiesenen Zeit. Ich bin der 
A ht d f w D M Ol 1 gt d 1 V 1 It 
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St 1 t 1 t m 1 1 g I h 
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matliemati sehen Wissenschaften (gemeine Arithmetik, allge- 
meine Arithmetik (Algebra), ebene Geometrie, Trigonometrie, 
Stereometrie, Mechanik und Astronomie) mit gutem Erfolge 
für die Mehrzahl der Schüler zu betreiben. 

p. 17. Es fällt mir nicht ein zu bestreiten, daTs das vor- 
geschriebene Pensum in der gegebenen Zeit durchgenommen 
werden könne, aber es wird mir kaum ein erfahrener Fach- 
mann widersprechen, wenn ich behaupte, dafs bei den gegen- 
wärtig bestehenden Verhältnissen nicht zugleich auf hin- 
reichende Einübung des Erlernten und die Bedürfnisse der 
aehwäeheren Schüler die zu einem wirklich befriedigenden 
Erfolge notwendige Rücksieht genommen werden kann.') 



Bauernfeind, Über den Eintiufs der exakten Wissen- 
schaften auf die allgemeine Bildung etc. München 1869. 

« p. 5. Die stete Gewöhnung an logisches Denken bewahrt 

vor den Verirrungen einer allzuregen Einbildungskraft. 

t5 p. 6. Selbst die ausgebreitetste Kenntnis des klassischen 

Altertums und der modernen schönen Litteratur allein gewährt 
keine ausreichende allgemeine Bildung mehr, wenn man unter 
dieser die Fähigkeit, versteht, in fremde Gebiete mit klarem 
Blicke zn schauen und deren Beziehungen zu dem eigenen 
Beruf zu erfassen. 

10 p, 6. Die allgemeine Bildung, welche uns den Umschwung 

in dem materiellen und sozialen Leben, in den Urteilen und 
Anschauungen des heutigen Menschengeschlechts .... begreifen 
läfst, ist von den exakten Wissenschaften zu erholen. 

i7 p. 7. Es ist noch immer die Ansicht verbreitet, dafs das 

Studium der Mathematik zu schwierig und nur besonders be- 
gabten Köpfen zugänglich sei. War diese Ansicht jemals 
richtig, heute ist sie es nicht mehr. 

18 p. 8. Die Mathematik hat in allen Gebieten dos mensch- 

^) Die Wichtiglteit einer solcheu Übung hebt auch Dr. Elsperger 
hervor, indem er sagt: „Durch mchts unterscheidet sich der schieclite 
Lehrer von dem guten mehr, als dadurch, dafs jener nur doziert, dieser 
unuaterbrochen eiaübt," (Dazu gehört aber vor allem die hierfür not- 
wendige Zeit. Bielmayr.) 
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liehen Wissens, wo es sich um mei'sbare Dinge handelt, mit- 
zureden, und da diese Gebiete unbegrenzt sind, so ist auch 
die Zahl ihrer Anwendungen unbegrenzt, und sie müfste schon 
deshalb für die allgemeine Bildung höchst wertvoll sein, selbst 
wenn sie kein formales Element in sich trüge. Aber die Ma- 
thematik ist ein formales BiUungsmittel, wie kaum ein an- 
deres. Denn sie geht von den einfachsten Grund Vorstellungen 
aus, dringt auf eine genaue und scharfe Verbindung derselben, 
auf strenge Ordnung in der Aufeinanderfolge der Schlüsse, 
kurz auf jene Sicherheit in der Erkenntnis einer Wahrheit, 
welche wir mit dem Ausdrucke „mathematische Gewifsheit" 
zu bezeichnen pflegen. Sie ist der geeignetste Gegenstand 
zur Qbung des Veratandes im Zerlegen und Verbinden von 
Begriffen und ermöglicht die höchste Entwicklung der An- 
sehauungs- und Urteilskraft. Da sie überdies von dem einmal 
Begriffenen stetig zn den daraus sich ergebenden Folgerungen 
führt, so erzeugt sie mehr als jede andere Wissenschaft in 
dem Studierenden das Gefühl, als ob seine Kenntnisse or- 
ganisch von selbst sich entwickelten, und diesem Gefühle ent- 
springt dann die Lust des eigenen Schaffens und der selbstän- 
digen Erfindung neuer Wahrheiten") — das letzte Ziel, welches 

der mathematische Unterricht erreichen kann Überdies 

ist der Mathematik auch eine ethisch bildende Kraft nicht 
abzusprechen, insofern sie den Willen stärkt und zu Aus- 
dauer, Wahrheitsliebe, Gründlichkeit und Selbständigkeit fort- 
während antreibt. 



Korneck, Genetische Behandlung cte. — Kempen. 1879. 

p. 5. Einerseits bezieht sich die Verschiedenheit der Än-ia 
sichten auf die Ausdehnung des auf dem Gymnasium zu be- 
handelnden Gehietes der Mathematik Da giebt es Stimmen, 
welche die sphauithe Tugonometiie, andere, welche die ana- 
lytische Geometrie und die Anf<inge der Diffeientialreclmung 

') l)ie Lust des eigenen 'Schaffens iinii die Fieudo an dei selbatän 
digen Erfindung neuer Wabiheiten ist alleidingB ein nuhi: oft und em 
dringlich genug heivoizuhebender Vorzug des raathemati^chPii Untei 
uclitn vir ledem iudfrn 
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auf den Gymnasiea behandelt wissen wollen; wieder andere 
wollen die „neuere Geometrie" dem Lehrplane einfügen, noch 
andere befürworten eine elemeutare Behandlung der Kegel- 
schnitte, wobei wieder die Ansichten der Art auseinander- 
gehen, dafs von einer Seite der au alj' tischen, von der anderen 
der synthetischen Behandlungs weise der Vorzug gegeben wird. 

III p. 5. Man „prüfe alles und behalte das beste" und man 

wird bei unparteiischer Beurteilung wohl zu dem Resultate 
kommen, dafs die alte Methode ja auch ihr Gutes habe, welches 
mau durchaus nicht gering achätzen dürfe, dafs aber auch das 
Alter allein nicht einen Anspruch auf Unfehlbarkeit gebe, und 
dafs daher manches zeitgemäfs umzugestalten sei. (Vergl. 
Hauck-Tübingen „dafs es sich um eine Eeformierung der 
Euklidischen im Sinne der neueren Geometrie handle".) 

u p. 6. Nicht das Schwierige des neuen Gegenstandes ist 
es, was den Quartaner abschreckt, nicht gröfsere Anforderungen 
werden an seinen Verstand gestellt,^) . . . .; nur die Neuheit 
der Methode ist es, welche als eine ungewohnte dem Schüler 
Schwierigkeiten bereitet .... — Zum Teil abgeschreckt, zam 
Teil gelangweilt von der Behandlung der Anfangsgründe der 
Mathematik nach Euklidischer Weise verlieren die Schüler die 
Lust zur Sache, und damit wird leicht die Ansicht herrschend, 
die Mathematik sei für den gewöhnlichen Menschenverstand 
zu schwer und verlange eine besondere Naturanlage 

13 p. 8. Wenn schliefslich der nach genetischer Methode 

unterrichtende Lehrer auch „die Schüler den durchlaufenen 
Weg nochmals in synthetischer Weise zurücklegen läfst", so 
thut er es gewifs nicht, wie Kambly zu glauben scheint, weil 
er die auf genetischem Wege entwickelten Wahrheiten für 

') Es ist an anderer Stelle auagefiiliit, dafs vom psjohologisuheii 
Standpnnkte gerade das Gegenteil aBgenommen iverden nmÜa, nicbt, 
dafe das Schwierige des Neuen den Schüler znrQekschreckt, sondern dal's 
das Unbekannte des Neaen sein Interesse weckt und ihn dem neuen 
Gegenstande eine gans; besondere Liebe entgegenbringen läfat. Sehr 
richtig dagegen ist es, dafs diese Liebe sehr oft durch die Methode 
unterdruckt oder gar für immer getötet werde. Von der Gleichgültig- 
keit Kum Widerwillen war aber nur ein Schritt, und dann ist jeder 
Erfolg unwiderbringlich verloren. 
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nicht hini-eichend erwiesen halte, sondern nur aus pädagogi- 
schen Büeksichteu , wonach ein Gegenstand der festen Ein- 
prägang wegen wiederholt behandelt werden mafs, wenn auch 
iu verschiedener Behandluiigsweise, 

p. 9. Und ich glaube, das geometrische Zeichnen werde "s 
auch dazu beitragen, dals der Schüler mehr Freude an der 
Mathematik gewinne und weniger von ihrer scheinbaren Ün- 
verständliehlieit abgeschreckt werde. 



restel, Die geometrische Heuristik. — Emden 1856. 
, i. Vom Standpunkte der Wissenschaft aus betrachtet," 
1 wir die „Elemente" auch der Form nach als ein Meister- 
stück bezeichnen. Die Sätze sind so geordnet, dafs joder an 
der Stelle steht, wo seine Richtigkeit mit Hülfe der voran- 
stehenden vollständig bewiesen werden kann. Es läl'st sich 
sogar nachweisen, dafs in dem Lehrgebäude des Euklid kein 
Satz fehlt und keiner überflüssig ist. 

p. 4. Diese Vorzüge der Elemente des Buklid haben dien 
früher allgemein verbreitete, sich aber auch jetzt noch hin und 
wieder kund gebende Meinung veranlafst, dafs sie auch das 
vortrefflichste Lehrbuch seien, ^) welches dem geometrischen 
ÜJiterrichte in der Schule zum Grunde gelegt werden könne. 

Eben diese Ansicht von der ünübertrefflichkeit der syn- n 
thetischen Methode hat die Entwicklung einer erfolgreichen 
und lebendigen Lehrweise auf den höheren und niederen Schulen 
bis auf die neuere Zeit gehemmt, und damit einen über die 
engeren Kreise der Schule hinausgehenden,^) wahrhaft gründ- 

') Wie stark dieser Irrtum und wie verhängniavoU in seinen Tolgen, 
findet sich oben auBgeffihrt. 

') Pi-estcl sagt an anderer Stelle: ,Joh mufs in Beziehnag auf das 
von mit über den eclolgloaen, weil nur formalen Unterricht Gesagte, 
hier hervorbeben, dafs schon Deacartes vor 200 Jahren das Ungenügende 
jener Methode des Unterrichts und der wissenschaftlichen Darstellung 
aufzeigte nnd auf den wunden Fleck hinwies. Leider ist dieses aber 
bis auf die neuere Zeit, weder von den Jüngern der Wissenschaft, noch 
von der Schule gehörig beachtet und benatzt worden." — Daan findet 
sich folgendes Zitat: „Des Cartea sagt in der Uissertatio de Methodo, 
p. 11; „Stiidnecsim antea in scholia, intcr Philosophiae partes, Logicae 
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liehen und tüchtigen Bildung im Wege gestanden. Die An- 
sicht, welclie man, selbst in n ere Ta-oen ocl h n n! 
wieder hört, dafs ganz besondere A ! ^en laz erf rlerl cl 
seien, um die Mathematik begie fe z 1 onnen st e n n 
mittelbares Ergebnis davon gewesen daf m-iu glault luch 
die Anfänger nur nach der mit Strenf,e n e geh Itenen jn 
thefcischen Methode in die Geometiie eminhien zu können und 
zu dürfen. 



Zerlang, Beitrag z. e. genetischen Entwich!, der Plani- 
metrie. — Sorau 1860. 

>' p, 3 wohl aber glaube ich die Behauptung aus- 

sprechen zu dürfen . , . ., dafs in didaktischer Beziehung die 
ausgesprochene Methode, mathematische Lehren zu behandeln, 
die ihr Vorbild in Buklids Elementen hat, dem Verständnis 
und der Verbreitung mathematischer Lehren entschieden hin- 
derlich gewesen ist und noch ist. 

lä p. 3. Aber darum ist die in ihnen (den Elementen) be- 

folgte Methode, wenn man darunter mehr versteht, als die nie 
genug zu rühmende und keiner andren Rücksicht zu opfernde 

et inter Mathematicas disoiplinaa, Änalysi geometricae atque Algebrae; 
tribus artibua aive scientiis quae nonniliil ad metiin institutum facere 
posse videbantur. Sed illas diligeutins esamiDando, animadverti qiumtum 
ad Logica.m, syllogiBmorum formas aliaque fece omnia eins ptaecepta, 
non tarn prodease ad ea qnae ignoramus inTestiganda, quam ad ea quae 
^am scimus alÜE esponenda; vel etiam, nt ars Lullji, ad copiose et aine 
indicio de iis, quae nescimus garriendum. Et quamvia multa quidem 
habeat Terissima et optima, tarn ninltia tamen aliis, vel supervacnis vel 
etiam interdum noJtiis, adiuncta esee, ut iila dignoscere et separare non 
mitiua saepe diffloile Bit, quam Dianam aliquam aut Miaervam es rudi 
marmore escitare. Qnautum. autem ad veterum Analysin atque ad 
Algebram receotiorum, illas taotum ad apecnlationea quaadam quae 
nullius usus eaae videbantur se eitendere: Ao praeterea Analysin circa 
figurarum conaiderationem tarn aeaidue versnri, ut dum ingenium aouit 
et esereet, imaginandi facultatem defatiget et laedat: Algebram yero, 
ut solefc dooeri, certia regulia et uumerandi fotiaulis ita esss c^ntentam, 
ut videatnv potiua ars quaedam confaaa, cuius usu ingenium quodara- 
moilo turbatuc et obacuratnr, quam acientia quae excolatur et perspi- 
cacius roddatur." 
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mathematische Strenge, noch nicht die beste Dnterrichts- 
methode. Denn sie widerspricht sowohl den Forderungen, die 
an jeden Unterricht, besonders aber an den auf wissenschaft- 
lichen Anstalten erteilten zu stellen sind, dafs nämlich der 
Schüler weniger Gedachtes, als denken lerne, als auch beson- 
ders dem Geiste der Jugend, der ohne Vergleich mehr Ver- 
ständnis und Sinn für das Werdende, als für das Fertige hat, 

p. 4. Ist der Schüler auch von der logischen Riclitigkeiti4ii 
eines Satzes überführt, so ist er dadurch von seiner Wahr- 
heit noch nicht überzeugt. Beides steht sehr oft im umge- 
kehrten Verhältnisse. 

p. 4. Die Zuneigung, die der Zweck alles Wissenschaft- 150 
liehen Unterrichts ist und bleiben mufs, kann nur erzeugt 
werden, wenn dem Schüler das innere Verständnis des Ge- 
lernten aufgeschlossen wird. Und hierzu ist eine genetische 
anschauliche Entwicklung der mathematischen Lehren not- 
wendig. Jeder andere Weg verurteilt den Lernenden zu einer 
blofsen Rezeptivität, verhindert aber die Produktivität. Blind- 
lings sieht er sich geführt, wo er selber gehen möchte und 
könnte, wenn ihm nur der Weg gezeigt würde. So wird das 
Bewufstsein eigener Kraft und des Selbstvertrauens systema- 
tisch gelähmt und eine vollständige Ratlosigkeit bei einer 
selbständigen Leistung ist die unausbleibliche Folge, 



Friederich, Einige Bemerkungen über den Unterricht in 
der Mathematik an Gymnasien. — Ansbach 1852. 

p. 4. Der vielfach bemerkte Mangel au Teilnahme anisi 
dem mathematischen Unterrichte mag zum Teil in dem eigen- 
tümlichen Charakter des Lehrgegenstandes selbst liegen, 
der mehr als jeder andere ununterbrochene Thätigkeit, Aus- 
dauer und geistige Anstrengung fordert, obue der Jugend un- 
mittelbar das bieten zu können, was sie so gern sucht und 
Unterhaltung heifsfc .... so nennt die Jugend den mathema- 
tischen Unterricht trocken und langweilig. Aber in vielen 
Fällen möchte es denn doch vorzüglich die Art und Weise 
des Unterrichts sein, welche die Schüler zu solchem Urteile 
fahrt. 
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Wiegand, Die merkwürdigen Punkte des Dreiecks. — 
Halle 1848. 
■2 Vorrede. Wenn die grofsartigen Resultate der neueren 

Geometrie auf den Schulen bis jetzt noch niclit öberall den 
verdienten Eingang haben finden können, so liegt der Grund 
nach unserem Ermessen nicht allein darin, dafs sich so manche 
Mathematiker nur schwer vom alten Schlendrian loareifsen 
können, sondern besonders wohl auch in der Verlegenheit 
mancher Lehrer, wie sie das Interesse ihrer Schüler für jene 
Forschungen dadurch wecken sollen, dafs sie ihnen Anleitung 
geben, selbstthätig neue Resultate in jenen Gebieten aufzu- 
finden. 

Schellbach, Über d. Zukunft d. Math. etc. — Berlin 1887. 
.» Der hohe wissenschaftliche Wert, den die Vorlesungen 

über Mathematik aji unseren Universitäten immer gehabt 
haben, würde nicht vermindert, sondern könnte nur gesteigert 
werden, wenn die Dozenten sich bemfihten, die Ijücke zwischen 
Gymnasium und Universität mehr und mehr zu beseitigen.^) 



Klaas, Die Lehre von der Fläcbenvergleichung. — Duis- 
burg 1881. (Festschrift.) 
1+ p. 81. Was das Erstere anbetrifft, so folgen iu den 

meisten Lehrbüchern die Sätze so aufeinander, dafs sie nur 
wenige Anltnüpfungsp unkte untereinander haben. Man be- 
ginnt mit den Sätzen über Inhalts gleichheit dei Parallelogi imme 
und Dreiecke^) Dann kommt der Satz von den Liganzungs 

') Diese Bemerkung ist sehr iichtig und ea iviie nur zu winsohea 
ilah die Univeiaitäten sicl mobi dem Stindpantte ihrer Zuhörci an 
paifsteo Lm KoUeg uliei Llementaim'itliematik /. B das gewii^Pi: 
malaen eine Veimittlung iWiacherL Schule und Uaive sitat hüte wud 
wohl kaum au irgpnd Piner UoiTKisitat gelesen Fiuher w irde ea auch 
von bedeutenden Gelehrten für nicht eu gering eiauhtet eine deraitigi, 
Vcilehung an halten 

°] Gerade das Eipitel dei Flä<,henveigleichuiig nach alter Methode 
beaiheitet hietet ein treffendes Beispiel zu dem Mangel an innerem Zu 
iimmenh-wig dei SStze Aui,h dei Satz von den EigknaungspirillGlo 
glimmen ^Lhlitlst ich ganz ufiprlich an die ^oi hei gehen den Sdt7e in 
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Parallelogrammen. Hieran schliefst sich der sehr wichtige 
Lehrsatz des Pythagoras, welcher mit den früheren Sätzen 
durchaus nicht in organischen Zusammenhang gebracht ist. 



Becker, J. K. Abhandlungen aus dem Grenzgebiete der 
Mathematik und Philosophie. — Zürich 1870.') 

p. 41. Seit Kant nachgewiesen, dafs die Ueometrie ihreit 
Unfehlbarkeit nicht der Strenge ihrer Beweise nach der Euk- 
lidschen Methode allein verdanke, sondern hauptsächlich 
dem Umstände, dafs sie auf die uns unmittelbar gegebene 
reine Anschauung des Raumes sich stütze, hat man in 
Deutschland angefangen, die ZweckmäTsigkeit der Euklid- 
schen Methode in Frage zu stellen, während in Frank- 
reich. Legendre den Eultlid noch in seiner Methode zu 
übertreffen strebte, und in England noch heute an Euklid 
wie au der Bibel festgehaSten wird. 

p. 41. Herbart dürfte wohl der erste sein, der in seinem u, 
ABC der Anschauung (1803) auf Verbesserung in der Me- 
thode des Beweises drang, und namentlich betonte, dafs viele 
Beweise sich darauf beschränken, die Gewifsheit der Sache 
festzustellen, aber keine Einsicht in ihre Notwendigkeit 
gestatten, also nur die Gewifsheit geben, dafs etwas sei, statt 
zu erklären, warum es so sei. 

p. 42. Seine (Schweins „System der Geometrie") Haupt- 1: 
einwürfe waren die „HandwerksmUfsigkeit", mit der Euklid 
die Figuren zum Beweise der Identität auf ein and erlegt, statt 
sich mit der unmittelbar klaren Einsicht zu begnügen, dafs 
z. B. ein Dreieck durch zwei Seiten und den eingeschlossenen 
Winkel völlig bestimmt ist, und dafs die blofse Änderung der 
'Lage der Figur im Räume an ihr selbst nichts ändert. 

p. 42, Die gewichtigsten Einwendungen gegen Euklid i,: 

') Die Ai-beitt jat besprochen in Lit. Zent ralblatt 1871 Nr. 25. 
S. 638 und Nr. 31. S. 789. — in Schlömilcha Zeitschrift XV, B und 
in H. Z, JII. p. 274-281. — p. 380—389, — p. 468—473. — p. 539—541 
nnd zwar beschäftigt sich von den Eeüeusionen der Hoffmannschen 
Zeitschrift die zuletat angeführte mit demjenigen Abschnitt der Becker- 
aoheu Schrift, der sich auf die „Methode der Geometrie" bezieht. — 
Die Besprechung ist durchaus anerkennend. 
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von Seiten doutscher Mathematiker sind jodoch die, welche 
von den Schöpfern und Anhängern der heuristischen und 
genetischen Methode erhoben werden, 

'9 p. 43. Obwohl beim Unterrichte selbst viele Lehrer heu- 

ristisch verfahren, so ist man in den Lehrbüchern noch heute 
fast durchgängig dogmatisch geblieben, 

» p. 45. Sehr richtig hat zwar Bernhard Becker als den 

grofsten Fehler Euklids d op schon von Herbart gerügten 
hervorgehoben, dafs er sieh imme r damit begn üge, einen Er-_ 
kennlniBarnncl zu geben, vro man einen R ^a lgrnnd , ver- 
langef ü. h. dals von'jeder Theais nur die Richtigkeit nach- 
gewiesen werde, während der innere Zusammenhang der 
nachgewiesenen Wahrheiten, aus dem ihre Notwendigkeit 
hervorgeht, unerörtert bleibt, 

•1 p. 48. Denn der denkende Mensch will nicht blofs Oe- 

wifsheit, sondern auch Einsieht in das, was er erkennt, 
wenigstens soweit solche möglich ist. Und darum sagt Scho- 
penhauer; „Dafs man aber in der Geometrie nur strebt 
convictio zn bewirken (durch einen Erkenntnisgrund), welche 
einen unangenehmen Eindruck macht, nicht aber Einsicht 
in den Grund des Seins, die wie jede Einsicht befriedigt und 
erfreut: dies mochte nebst anderem ein Grund sein, warum 
manche sonst vortreffliche Köpfe Abneigung gegen die Ma- 
thematik haben." 

lä p. 48. Schopenhauer tadelt nun an der Geometrie 

Euklids .... zweierlei: 

1) Dafa sie ihre Sätze zwar beweise als über allen Zweifel 
erhabene Wahrheiten, aber keine eigentliche Einsicht gewähre 
in die Gesetze, als deren Ausdruck sie erscheinen, 

2) Dafs sie die einzige möghche Quelle, aus der diese 
Einsieht geschöpft werden kann, aufs strengste verschliefse, 
nämlich die unmittelbare Erkenntnis durch reine An- 
schauung, und nur da sich auf diese, welche allein wahre 
Befriedigung giebt, weil sie allein auch wirkliehe Ein- 
sicht gewährt, berufe, wo eine mittelbare Erkenntnis nicht 
mehr möglich ist, nämlich bei den sogenannten Axiomen. 

AufserordentHch treffend vergleicht Schopenhauer dieses 
Yerfahren mit dem eines Wanderers, welcher bei Mondensehein 
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mit grofeen Beschwerden einen steinigen und dornigen Weg 
mit vielen Windungen zurücklegt, weit er den breiten und 
guten Fahrweg, dem er bisweilen ganz nahe kommt, iür 
Wasser hält. 

p. 52, „Die Anschauung ist nicht nur die Quelle allerms 
Erkenntnis, sondern sie selbst ist die Erkenntnis xar' s^ox-^v, 
ist allein die unbedingt wahre, die echte, die ihres Namens 
Yollkommen würdige Erkenntnis : denn sie allein erteilt eigent- 
liche Einsicht, sie allein wird vom Menschen wirklich assi- 
miliert, geht in sein Wesen über, und kann mit vollem Grunde 
sein heifsen, während die Begriffe ihm nur ankleben/' 

p. 52. „Ich habe den obersten Grundsatz des Unterrichts un 
in der Anerkennung der Anschauung, als dem absoluten 
Fundament aller Erkenntnis festgesetzt und mit Be- 
seitigung aller einzelnen Lehren das Wesen der Lehre und 
die Urform aufzufinden gesucht, durch welche die Ausbildung 
unseres Geschlechts durch die Natur selber bestimmt werden 
mufs." *) 

p. 53. Und in der That ist die Form der Geometrie aus im 
dem Bestreben hervorgegangen, die unzweifelhaften Wahr- 
heiten der Geometrie gegen die Scheinbeweise der Sophisten 
sicher zu stellen. 

p. 56. Wenn ich darum Beweise überall da für voll- im 
standig überflüssig, ja hemmend halte, wo es sich um Sätze 
handelt, denen unmittelbare Evidenz zukommt, weil sie 
die sachgemäfse Entwicklung der geometrischen Wahrheiten 
fast unmöglich machen,^) so hindert dies keineswegs, in 
allen anderen Fällen die grofste Strenge zu ver- 
langen, und gerade die Gewohnheit, immer an der 
Hand der Anschauung zn gehen, und alle Begriffe 
durch Anschauungen zu belegen, macht es leicht, 
diese Strenge auch immer zu beobachten. 

Falke, Über eine neue Behandlung der Ähnlichkeits- und 
Kongruenzsätze. ■ — Arnstadt 1875. 

') Bin Zitat aua Peatiilozaia Werken. 

') Man vergl. die Anmerkung ku Zitat Ni-. 36, 
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" p. 3. Jahrhundertelang war das Werk des Euklid wohl 

das einzige Lehrbuch der Planimetrie; noch vor wenigen 
Jiihren war es als Leitfaden an gar manchen deutschen Schulen 
eingeführt, und noch jetzt behauptet es in ganz England eine 
unbestrittene AUeinherraehaft. 

IS p. 5. Dem Euklid war die Reihenfolge ziemlich gleicli- 

giltig; es findet sich zwar von seinem zweiten Buche an auch 
eine unverkennbare Gruppierung, aber im ersten, welches ge- 
rade einen Teil dca wichtigsten Stoffes enthält, schwirren die 
verschiedenartigsten Lehrsätze und Aufgaben bunt durch- 
einander. 



Kosack, Beiträge zu einer systematischen Entwicklung 
der Geometrie aus der Anschauung.^) — Nordhausen 1852, 

i» p. 3. Euklids Methode, die, was die geometrische Strenge 

betrifft, das Muster für alle Mathematiker bleiben wird, ist 
keine natürliche Methode, sein System ist ein künstliches. 
Ihm kam es wie den griechischen Mathematikern überhaupt 
darauf an, von der Wahrheit der von ihm aufgestelltei* Sätze 
zu überzeugen. 

;« p. 3. Vor allem wurde diese (die Einseitigkeit der Euk- 

lidschen Methode) den Lehrern der Geometrie fühlbar; nur 
zu oft mufsten sich diese überzeugen, wie schwierig es ist, 
den Anfängern die Geometrie des Euklid zum Verständnis 
zu bringen, was in diesem Mafsc von der Arithmetik nicht 
gilt. Bei der Willkürlichkeit der Beweise und der Schwierig- 
keit den Zusammenhang derselben mit den Lehrsätzen selbst 
zu erkennen, werden die Schüler meistens wider ihren 
Willen zur Überzeugung von der Wahrheit eines Satzes ge- 
zwungen und die Verwunderung über die Klugheit, mit welcher 
der Beweis geführt worden, ist der Ausdruck des Mangels 
jeder Einsicht in die Sache selbst. 

II p. 4 gerade dieser allgemein gefühlte Übelstand 

liefert den Beweis, wie ihrem Gegenstande unangemessen die 
Methode sein mufs, welche die Anfänge des geometrischen 

') Tergl. FietEter, Ein Jünger Schopenhauers in der Geometvie. 
H, Z. XVI. V. 1Ö7— 190. 
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Unterrichts so trocken und so wenig lebensfähig orsohei- 
nen lafst. 

p. f). Die Geometrie als Wissenschaft wurzelt wie die "3 
Mathematik überiiaupt in der Metaphysik, weshalb dieselbe 
in ihren Anfangsgründen, die nur innerhalb der Metaphysik 
genau begriffen werden können, sich bei Bestimmung r!er 
G-rundvorstellungen der gröfsten Strenge an betieifiigen hat."^) 
Denn diese Grund Vorstellungen, die Art un<3 Wpiue ihrei Auf- 
fassung bestimmen die weitere Entwicklang der Geometrie 
vollständig, so dafs nach der Verschiedenheit jener die gco- 
metriscte Methode selbst eine andere wird. Und gerade in 
dieser Rücksicht findet sich bei Euklid nach fast einstimmigem 
Urteile älterer und neuerer Mathematikei' vieles Mangelhafte. 

p. 5. Die Kritik der bisherigen Leistungen in der Geo- ua 
metrie auf Grund der kritischen Philosophie hat, was die 
Giand&atze und Definitionen betrifft, der Profes so i Schmeifsei 
m Pianktmt a wohl erledigt") Deiselbe hat nicht nui 
nachgewiesen dils die bis jetzt ^ebriuchhchcn Definitionen 
von Linie, Winkel efc nnhaltb ii sind und dafs ubeihaupt die 

't Die Euklidacheii Definitionen sind jedenfills gau? unbrauc^hbai 
lelbat da wo cichfc nur Begriffe uikliut werden die ulieihaupt ohne 
Definition a pnoti Uir sind — Veigl Kant Kntik dei lemen Vei 
nnnft p S4 u 85 |ed Posenki inz) Wir haben oben diP Begiiff« dei 
Eaumea und dei Zpit Termittalst einer tiin>izpndentilen Deduktion zu 
ihren Quellen verfolgt nnd ihre obiektive Gültigkeit a piion eiklart und 
bestimmt Gleichwohl geht die Geometrie ihren sicheren Schutt durch 
laute! Erkenntnisse a priori ohne daU sie siüh wegen der leinen und 
^esetzmäl'' gen Abkinlt ihrsh Giundbegnfia vom Baume von dei Philo 
(ihie einen Be^lai bigingaschem eilitten darf Allein der Gebraucb 
lieses Begrifis gfht m dieaer Wissenschaft auch nur anf die lufseiL 
Sinnenwelt von welchei der Kaum die leina loim ihici Anschauung 
ist in welcher also alln geometi oche Erkenntnis uumitteü ire Evidenz hat 
und die Gegenstände durch d e Erkenntnis selbst i prion in dei An 
Eciiauung gegeben werden 

") Die Aibeit Schmeifsers eine Piogummdihindlung iis dem 
Jahre 18B1 i>"t mir bi'j dabin leidel noch iicht zn Cesicht gekommen 
Im Qbngen stimmt die Ansicht dafs d o älteren giiechischcn Mathema 
tiker m Bezug äuI die geometrischen CinndvorstöUungen iichtigeie An 
sichten gehabt haben als die späteren mit dei veibreiteten Ansicht 
iberein lals d e Elemente EukhdH ".chon die Sju en des Niederganges 
lei gnechiseUn Kultuv zti„ei — Vei„l Zitit Ni Wt 



y Google 



— 100 — 

Versuche zu Definitionen derselben aufgegeben werden müsaen, 
sondern auch gezeigt, wie schon ältere griechische Mathema- 
tiker in Bezug auf die geometrischen Grund vor Stellungen rich- 
tigere Ansichten gehabt haben als die späteren. 

I* p. 5. Das von Dr. L. C. Schulz v, Strafsnitzki ver- 
fafste Werk scheint die Geometrie auf das Gebiet, dem sie 
ihrer Natur nach angehört, nämlich auf das der Ansehaming, 
verweisen zu wollen. Denn darum dreht sich scliliei'slich 
Alles. 

76 p. 5. G-iübt die Geometrie, meint Schopenhauer, im We- 

sentlichen eine Einsieht in den Nexus der Lage der Teile 
des Raumes und ist diese Einsicht nur durch die Anschauung 
möglich, so miifs jeder geometrische Satz auf diese zurück- 
geführt werden, und der Beweis bestände hier nach blos darin, 
dafs man den Nexus, auf dessen Anschauung es ankommt, 
deutlieh hervorhöbe. 

I« p. 7, Freilich ist hierbei eins zu vermeiden, dies, was 

verschiedene Mathematiker den Saellschen Schriften zum Vor- 
wurf gemacht haben, „der hlofsen Anschauung zu viel zuzu- 
weisen." Dies kann nur dann geschehen und nur in der 
Hinsicht hat auch der gemachte Vorwurf Sinn, wenn die 
unmittelbare Anschauung statt der begrifflichen Ver- 
mittlung in Anspruch genommen oder, was dasselbe ist, 
wenn das Gebiet der Grund an schauungen und der unmittelbar 
klaren Erkenntnisse d. h. der sogenannten geometrischen Grund- 
sätze 2U weit ausgedehnt wird. — So viel ist indessen klar, 
dafs die geometrischen Grundsätze nur unmittelbare Grund- 
anschauungen sein können, daXs also kein Satz als solcher 
aufgeführt werden kann ^) der entweder als logische Folife 
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einer Grund ans eh auiiag zu betrachten ist oder dessen Er- 
kenntnis etc. eine Vergleichung von Gröfsenv erhält nissen, also 
eine wenn auch noch so einfache Messung voraiissetzt. 

p. 9. Betrachtet man hierauf die Figuren im allgemeinen, 177 
so ist der einzuschlagende Weg im Vorhergehenden schon 
begründet und das Erste, was liier xur Einsicht in die Sache 
erfordert wird, ist ein Nachweis der Art und Weise, wie die 
Figuren im allgemeinen und in besonderen Fällen im An- 
schauenden entstehen. Denn was sind alle Gestalten der 
Geometrie überhaupt anders als Produkte unserer geistigen 
ThätigkeitI . . . ., sondern gerade das Objekt selbst wird durch 
das Anschauungs vermögen hervorgebracht. 



C, llethwisch, Jahresberichte über das höhere Schul- 
wesen. II. 1887. — Berlin 1888. 

Mathematik: A. Thaer. — Abteilung B. 

p. 182. So allgemein die Notwendigkeit dieses Unter- 178 
richtes anerkannt wird und so freudig die offizielle Einführung 
desselben bcgrürst wurde, so sehr weichen die Ansichten,') wie 

derselbe zu gestalten ist, noch von einander ab Was 

fest steht, ist erfreulieh genug: Jeder propädeutische Unter- 
richt, wo und wie er noch bisher erteilt worden ist, hat gute 
Früchte getragen. 

p. 183. Etwas viel, meint Erler, bietet er überhaupt, und i;n 



nicht in Sinn und Gedanken Gangbare und eiapui^Lh guliauchte Regclu 
die Bie von dei gemeinen Veiiiuntt böigen gelten ihnen dann etitt 
Axiome Wo linen die Begriffe vJn Eaum und itA womit sie Bii,h (aU 
der eiuzigan ursprunghehen Quantität) beBchdftigeu hetkommen mögen 
dfiian ist ihnen gar nichts gelegen und ebenso achemt e*( ihnen nnuat^ 
zu Bein den Ursprung remei Verstand eslegnfle und hieimit luch den 
Umtang ihret Gültigkeit au etforacieu In lUem diesen thnn sie gwxv 
letkt wenn sie nur ihre angewieaene Gienze, nämhth die Hdtui luolit 
ilhei schreiten 

) An dieser Stelle werden DiekminnE tbungen. und Aufgaben lufc 
fiihrln,libespiochen md -viele lobende Reaensionen erwähnt Esheifstu a 

Auch die übrigen Anerkennungen =inl ihm entschieden mehr wagen 
beine Abweichungen von E iklid als negcn lieinm Zuneigung i>i dem 
selben ?n t il gjnoiitn 
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Diekmanii giebt c}a.a zu,') indem er für die Durchnahme des 
Stoffes noch ein Tertial der Quarta beausprucht. 

tu p. 186. Eil] Bedenken möehte aber der Berichterstatter 

hier erwähnen mit dem Wunach, widerlegt au werdea: die 
Schüler folgen mit Interesse, ja Leidenschaft einem Lehrgang 
nach Hub. Müller, aber sie vergessen rasch und Tollatändig, 
wenn man nicht in Euklidischer, d, h. mehr oder weniger 
willkürlicher Verknüpfung die Satze wiederholt. 

M p. 203. Die Forderung, Geometrie der Lage zu treiben, 

findet sich bei Behrle, Kutsch und Schiller. Besonders 
bemerkenswert ist aber das Eintreten Bertrams auf der Na- 
turforscherversammlung zu Berlin für die synthetische Geo- 
metrie. „Die Schwierigkeiten, welche die synthetische Geo- 
metrie bietet, findet er hauptsächlich in der Bezeichntmgsart." 
Für die synthetische Geometrie trat auch Flohr ein, während 
Scholz in einem längeren Vortrag die Streichung derselben 
zu Gunsten der darstellenden Geometrie verlangte. 



E. DührJng u. IT. Dühring, Neue Grundmittel etc. 
Leipzig 1884. 
,3 p. 405. Er (Pascal) meinte nämlich, das Ideal des Wissens 

bestehe darin, Alles zu beweisen, und es sei nur eine Folge 
der menschlichen Schwäche, dafs die Axiome unbewiesen 
blieben. Wer sich in dieser Weise auslassen kann, hat keine 
Ahnung von der Natur wahren Wissens. Wahrlich, erträg- 
licher wäre der umgekehrte Fehler/) nämlich zu behaupten 
die Notwendigkeit der Beweise entspräche einer Unvollkommen- 

') Da wir für die Auadehnung dos Untetrichts noch libci die ganae 
Quarta sind, so geht für ans selbstverständlich Diekmanii nicht zu weit 

') Diese teioe philosophische Bemerkung Duhiiugs über die Not 
wondigkeit dei Btweise kennzeichnet m der That das Wesen der Axiome 
aufs treffendste Sie kann zugleich dazu dienen nnseie Ausfuhrungen 
uher die Ausdehnung der Axiome zu unteistutzen Es steht d ese An 
Eicht alleidinga im schioffsten Gegen atze zu den Beetrebungen die 
Mathematik anf möglichst weaig Axiome zu hegrunden Man könnte 
vielleicht m diesem Sinne von einei besonderen Veranlagung fiii deo 
luetuo spiechen je mehi aunnttelbai gemls udei je grofser die Anwthl 
dei Asmi «, d sto gTvt ei lie Beai la^ui g 
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heit der nieii seil j ich en Einsiclitsarfc; denu das Vollkommenere 
bestände darin, nicht blos die Äsiotue, sondern alles unmittel- 
bar, also ohne Beweisbedürftigkeit, zu wissen. 

p. 409. Man liat über das Erfordernis der Anacliaulich- iss 
keit für den Unterricht die unrichtigsten Lehren verbreitet; 
man hat leichte Fafslicbkeit mit räumlicher Anschaulichkeit 
verwechselt, während doch nur in den allereinfachsten Fällen 
das Anschauliebe auch zugleich das leicht Fafsliche sein kann. 
Allerdings bedarf man auch der räuniiichen Anschauung als 
eines unentbehrlichen Äusgaugspunktes ; aber es folgt hieraus 
nicht, dafs alles räumlich anschaulich werden müsse. Im 
Gegenteil ist es ein Vorzug, dafs sich der Verstand von der 
Grundlage der blofsen Anschauung bald erheben und dann auf 
eigenen Füfsen bewegeu kaan. Elemente der Geometrie sollten 
daher künftig äufserst konzentriert ausfallen und immer nur 
unter Zuhülfenahme von Elementen der allgemeinen Gröfsen- 
analysis, also in Ariknüpfung an gewisse arithmetische, alge- 
braische und analytische Voraussetzungen entworfen werden. 
Dies steht keineswegs der Wahrheit im Wege, dafs, wie der 
Weg der G-eschichte selbst gezeigt hat, einige geometrische, 
ganz einfach anschauliche Grundlehren von einer ausgebil- 
deten Arithmetik unabhängig sind und das Wenige an arith- 
metischen Einsichten, ■ dessen sie bedürfen, unmittelbar in 
der geometrischen Darstellung gleichsam mit sieb führen 
können.^) In derartigen letzten Einfachheiten ist der Ursprung 
der Erkenntnis ein geraeinsamer und findet sich die räumliche 
Anschauung mit einem unmittelbaren und anschaulichen Rech- 
nen verbunden, welches an und mit dieser Anschauung ohne 
bemerkbare Unterscheidung vollzogen wird. Die Sonderung 
wird erst sichtbar, wenn verwickeitere Verbältnisse in Frage 
kommen; dann miifs sie aber auch zu einer prinzipiellen 
Trennung der beiderlei Elemente führen. 

p. 410. In der That ist es eine Rückständigkeit, gleich isi 
den Griechen in ihrem klassischen Stadium, fast ansschliefs- 



im Wege stehen, zuerst nur Geometrie i 
nur das unmittelbar Notwendigu oliue bi 
1 dei' Geometrie oiUBuSecliteii. 
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lieh im Anscliauliclien zu verbleiben und so die Geometrie 
zur mafsgebeuden («rundlage aller übrigen Mathematik zu 
machen.^) — . . . . Trotzdem kann das griechische Beispiel für 
den allerersten Unterricht in der eigentlichen Mathematik in- 
sofern etwas lehren, als es ... . nützlich sein wird, mit sehr 
konzentrierten Elementen der Geometrie den Anfang zu 
machen. Man wird auf diese Weise wenigstens eine Ge- 
wöhnung der Phantasie an die Hervorbringung gesetzmäfsiger 
räumlicher Gebilde erzielen und dem unentwickelten Sinne des 
Anfängers gerade in derjenigen Richtung entgegenkommen, 
in welcher die Stammesanlagen der modernen Völker von 
Natur am wenigsten leisten. Es ist nicht blos die Phantasie 
nach Art der Griechen, sondern überhaupt jegliches auf Ge- 
Btaltungskraft angelegte Vor etellungs vermögen, dem man mit 
der ersten Einführung in gute geometrische Elemente ein 
wenig zur Ausbildung verhelfen kann. Es ist sozusagen das 
Kinderstadiura der Geistesregungen, welches ein Anrecht darauf 
hat, nach dem Vorbilde der weltgeschichtlichen Entwicklung 
der Mathematik zuerst an den ihm wähl verwandten Elementen 
der Geometrie gefördert zu werden. Die allgemeine Gröfsen- 

') Diese Bemerkungen Duhiings treffen offenbar nicht den Unter 
kicbt an den höheren Lehi Annita) tpn, eondein beziehen 3it.li aut das Stu 
diuin aa den UniveiBitaleu Aut der Schuld müh entschieden die beo 
metrie den Mittelpunkt des lnathenl^tISohell Unterrichts bilden und den 
überwiegenden Teil der zu Gebote atehpnden Zeit einnehmen Tg geht 
lies auch aus len folgenden Aubfuhrangen D 3 hervor Ich benutze 
uhiigens gern diese (lelegenheit um meinen Stxndpuakt noch, einmal 
kuiz zu präzisieren und etwaigen Mife leutungen voizubeiig-'n Der ma 
thematibche Untemcht mufs wenn ei mit Eifolg eittilt weiden Boll, an 
Bekanntes ai kn i[ fen, uud das sind dit. Eaumauhcliauuiigen die nui zum 
Bewufataein gebracht werden mussnn Deshalb mufs dei mathematische 
Unteincht mit der Ueometrie beginnen und in ihi auch während dei 
ganzen Schulzeit aeinea hervorragenden Stutzpunkt hndeu Diz 1 kommt 
dafs die Geometne auch schon auf dei Schult, zu einem gewissen Ab 
schlufa gebracht werden kann Dei Weit der Arithmetik wiid selbbt 
VPi'tändlich dadurch gai nicht getroffen 

O &SDS npi&(ij)t/Jfi lautet ein veiburgtnr Austpru li lon Gauss 
Die M^them■}tlk ist nach seinei Übeizeugnng die Königin dei Wissen 
schaffen und die Aiithmetik die Kinigin dei Mathematik 

Schwering Aufgalen und Anschauung Coe'-fell 1581 
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analjsis ist eine Abstraktion von der G-attuiigsbestimmtbeit 
der verschiedenen wirklich vorhandenen Gröfsen, und diejenige 
Art von wirklichen CJröfsen, an welche zuerst anzuknüpfen ist, 
findet sich eben im Gebiet räumlicher Gebilde. 

p. 419. Diese geometrischen Zurüstungen auf ein ge- 1> 
riugstes Mafs zuzückzuführeu, diesem notwendigen Mu.fs aber 
dann auch sein volles Eecht widerfahren und hier die An- 
schaulichkeit gehörig walten zu lassen, ist Angesichts des 
modernen Zustandes der Mathematik ein Erfordernis strenger 
Wissenschaftlichkeit. 



Schwering/) Aufgabe und Anschauung. Coesfeld 1889, 
Progr. 

p. 4. Eins der thörichtsten und darum gerade dem grofsen is 
Haufen der Halbgebildeten am meisten mund- und ohrgerechten 
Vorurteile ist jenes, es sei für die Hervorbrjnguug genügender 
Leistungen in der Mathematik eine besondere Veranlagung 
erforderlich. Die Zerstörung dieses lächerlichen Aberglau- 
bens ist vor allem der Schule zu danken.^) In wahrem Sieges- 
fluge hat die Überzeugung von der Notwendigkeit des An- 
schauungsunterrichts und von der ünentbehrlichkeit des Auf- 
gabenlösens in den beteiligten Kreisen Platz gegriffen. 

p. 5. Man braucht nur die beiden Grundsätze; „Den»: 
Unterricht mufs anschaulich sein" und „Die Aufgabe ist Ziel 
und Zweck der mathematischen Ausbildung" auf das bestimmte 
Gebiet der Stereometrie anzuwenden*) 

p 5 Man hat m neueier Zeit lu emseitigem Doktimaiis !•■. 
mus du alte Einteilung der Geometrie in Piammetrie und 

) Besprochen von Cantor m der Zeitschiift tir Mathematik und 
Physik 35 Jahrg 1 Heft i J5 

') Die bohule hat nach metnei Aasii.1 1 damit uui ihre Pflicht und 
Schuldigkeit gethan denn von wem anders gingen die Ursachen Wi m 
dei früheren Annahme einer beoonderen Begabung, als von der Schule 
die durch ihre Methode dieses Voruiteil heivonief und befestigte 

^) Dieses sind in der Ihat die beiden Cirundaitae alles geometrischen 
Intoiiiohtes dei letztere der im aiithmetischen Unterricht schon immer 
Geltung gehabt hat, wird hoffentlich durch die Bestrebungen dei neuerun 
Zeit auch im geometrischen allgemein aneiiannt 
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Stereometrie beruäugelii wollen, Gewils biltlet die Planimetrie 
nur eiiien Teil der Stereometrie;'} aber dieser Teil ist, wie 
mit Eeclit bemertt wordeu ist, so umfangreicli, dafs durcli 
ihn die stereometrisclien Betrachtungen nicht auseinander ge- 
rissen werden dürfen, 

iv p. 11. Dahin gehört ferner eine gewisse Abneigung gegen 

den indirekten Beweis, den mau mit Berufung auf ein Witz- 
wort Schopenhauers als „Mausefallenbeweis" zu brand- 
marken bestrebt ist.^) Gewifs, Hchopenhauer war ein geist- 
reicher Schriftsteller und hat es iu seiner Philosophie fertig 
gebracht, mit mehr Geschick als mancher andere ilie wirk- 
liche Welt auf den Kopf zu stellen. Daraus folgt aber noch 
keineswegs, dafs er verdient, in Fragen der mathematischen 
Didaktik als Kenner gehört zu werden. 

m p. 11. Die von uns entwickelten Ansichten stechen durch 

ihre Nüchternheit und durch das Festhalten an altbewährten 
Grundsätzen sehr prosaisch ab gegen manche kühne Gedanken 
der Neuerer. Soll aber der gegenwärtige, unserer Meinung 
nach im ganzen sehr günstige Stand des mathematischen 
Unterrichts erhalten bleiben,') soll die Mathematik als prakti- 
sche Schule des Denkens, als Schlüsselbewahrerin zum Zauber- 
reiche der Naturwissensi-biften sich iIil Btacbtun^ und Pflp^e 
unserer gebildeten "\ Llksklabsen Lihalten, dann hat die 'Schule 

') So sehr auch vom wiasenschaftbchen St*ndf unM eine einheitliche 
Behandlung von Planimetrie uwd Stet(,omettio geitchtfeit gt ertcheiiit 
so wenig iat dieses Prmzip in det bi,hule angehiaclit Übr gens igt ucU 
in der höheren Ceometiie z B der anfllytischLn eine getienutc Behanl 
hing der ebenen «od räumlichen, Georaet le allgemein üblich 

*) Ich habe den Eindiuck gewonnen als wenn dei ScBo] enhiueischc 
Ausdruck nicht allem auf den indirekten Beweis gemünzt aei bond in 
in erster Linie dei dogmatischen Behandlang des Beweises überhaupt 
gelte, Sehopenhauei bat auch wohl nicht als mathen ati^cher Didak 
tiker aufti'eten wollen sondeiii nur aus dei Mathematik j rbgnante Bei 
spiele für seine philosoj bischen Bioitecungen entnomaien 

') SoUte der im ganzen sehr günstige Stind des niathemat schei 
Unterrichts" nicht aui emet zu optimistischen Beuiteilung herrühren 
Die flberwiegenie Verbreitung iltei iiel letampftei Lehrbücher sowie 
die Schwierigkeiten die der Lmiahrung von ßuchein wie des von 
Hubert Müller z B eiwachscn geben n liesei Hinsicht doch zu 
denken. 
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sieh ¥01' dem unbeaoniienen Driiiigen der Neuerer ebeuso vor- 
sichtig au hüten, wie vor dem Zurücksinken in die platte 
Auswendiglernerei früherer Zeiten, 



Paulj', Der erste Jiihreskursus des plau. Unterrichts. 
Progr. Andernach 1889. 

p. 4. Das bekannte Verfahren des Aufeioaudei'legens rmdioi 
die Art und Weise, wie die in der Hypotbesis angeführten 
Btiieke der Reihe nach zur gegenseitigen Deckung gelangen , . ./) 
dies alles, was ja erst nachher im Beweise zur ausführlichen 
Darstellung gelangen soll, ist oft im Verstände des Schülers 
ein einziger Schlufs, der sich aus der klaren räumlichen Vor- 
stellung der in der Hypothesis angegebenen Bedingungen fast 
unmittelbar vollzieht. 

p. 11. Ich wende mich nun gegen die Unsitte, dem Lehr-iaä 
buche der Planimetrie eine Art von philosophischer Grund- 
lage zu geben. Bekanntlich erfährt der Quartaner schon gleich 
in den ersten Lehr stunden,^) dafs das Ganze gröfser ist als ein 

Teil desselben Wird es mir zugestanden, dafs solche 

Prinzipien philosophischer Natur sind, .... so folgt schon 
daraus, dafs sie als einer anderen Wissenschaft angehörig aus 
dem Lehrbuche der Planimetrie entfernt werden müssen. Hält 

') Es selieiDt, als wenn immer meliv die Ansicht an Verbreitung ge- 
winnt, die die KoBgruenzsütze verbannt wissen will und an deren Stelle 
vier Grund aufgaben setzt mit Lösungen, deren Eindeotiglieit a priori 
erkannt wird. Die votliegende Abhandlung leidet übrigens, wie mir 
scheint, an einer gewissen Einseitigkeit: die Vorarbeiten sind zu wenig 
berücksichtigt, 

'j Ich sehe nicht recht ein, gegen was Paulj hier vorgeht. Die 
Blörtemng der Grundbegriffe kann doch nicht vollständig ausgemerzt 
werden. An welcher Stelle aollen aber dann diese Betrachtuugen ein- 
guflochten werden? Dabei int zu bedenken, dafs die Lehrbüoher der 
Planimetrie meistens so eingerichtet sind, dafs sie für alle Klassen ge- 
hraacht werden. Übrigens steht es ja jedem Lehrer frei, von diesen 
philosopi sehen Erörterungen so viel oder so wenig zu geben, als er f0r 
angemessen hält. Es giebt doch Gebiete, wo Philosophie und Mathe- 
matik nicht zu trennen sind ; sollen diese deshalb aus der Mathematik 
entfernt werden, so würde man sie mit demselben Rechte aus der Phi- 
losophie weisen; aber wohin dann damit? 
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mim uiic aber das mathematische GewainJ eutgegeo, in wel- 
ches einige dieser Axiome eingekleidet aitid, .... so sehe ich 
noch lieinen Grund, warum gerade das Lehrbuch der Plani- 
metrie diese Beigabe bekommen soll, während das Lehrbuch 
der Algebri, welche Wis^ensuhatt sith ebenso Irtufi^f auf die 
genannten Oiundsitze ■stutzt derselben muht zn bedürfen 
seheint. 

J3 p. 11 Auch bin ii-h keinen Angenbbek im Zweifel, dal's 

die oben berührten m ein mehi mathem itiaehes Gewand ein- 
gekleideten Axiome ans dem Lebibuthe deo Quartiuers, so- 
wie auch aus dem fechuluntei rieht uberh^u[lt zu entfernen 
sind.^) Zunächst ist es nicht notig, dem Knaben Axiome noch 
besonders mitzuteilen, denn sie bilden einen angiborenen Teil 
seiner Erkenntnis, von welchem er unbewufste Anwendung 
macht und berMs gemacht hat, seitdem tr denken lernte. 
Es ist eigentlich eine wunderliche Sathe, dafs ein Schüler die 
Grundsätze, die ihm ein^feboren sind, an einer holieien Lehr- 
anstalt auch noUi nachtiaglnh auswendig lernt Sprach- 
liehe Formen für diese Axiome daii ei nicht kenuen lernen, 
die Anwendung derselben diif nur eine nnbew niste sein. 

n p, 13, Nach dieser Erörterung über die Methode des Vor- 
trags planimetrischer Satze kehren wir wieder zur Einleitung der 
Lehrbücher zurück und richten unsere Aufmerksamkeit auf das,") 
was uns aufser den besprochenen philosophischen Prinzipien 
noch sonst bemerkenswert erscheint. Zunächst fällt uns die 
grofse Menge von Definitionen auf. Man definiert z. B, fol- 

') Diese Fordeiang ist doch guiz unberechtigt Niemand wiid be 
Bweifeln, dafa die^e Giund^atie eine Eikennfnis a priori, eine ang^boiene 
BrkenntiiiB sind — «onot wtren es eben keine Gruudhatze — , abei dipst 
Ginndsatae, die unbewurst im Verstände des Si.bulei8 \oihaiiden sind, 
müssen gewetlit, müssen zum BewuIstsLin gebracht werden Von einem 
Auswendiglernen dart dibei natüihch nicht die Rede Bern Der raathe 
matiache üpteiriclit boü ^ ii gerade das folgt richti ge Denken zu einei 

^ Was Rh stlion oben ge-sagt, kann ick hiei wiedetholpn Wn 
haben in dei Haujitsdcbe Lehtbuctei dei Planimetrie, die nicht in hur&e 
fiir die einzeluen Khssen geteilt sind Auf&erdem itt klai , dafB eine 
Reihe Ton Begnifen ciklait werden muft, es ist gewissermalaen das 
Handwiiksze Iq ^ui Aibeit 
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geiide Begriffe: Grundsatz (Axiome), Lehrsatz (Theoreme), Er- 
klärung oder Definition etc. etc. Ich bin überzeugt, dafs die 
Lehrer der Mathematik über solche Dinge einfach hinweg- 
geheü, wenigstens im ersten Unterrichte; dann ist es aber 
mindestens überflüssig, dieselben in den für den Quartaner be- 
stimmten Leitfaden aufaunehmen. Einige Lehrbücher suchen 
dem Schüler schon in der Einleitung das Objekt der mathe- 
matischen Wissenschaften und die Einteilung derselben klar 
zn machen.^) 

p. 14. Nach meiner Ansicht ist es vollständig ausrei-iss 
chend, mindestens für das erste Lehrjahr, wenn die Schüler, 
statt etwa die Definition für Nebenwinkel hersagen zu können,^) 
stets auf Geheifs des Lehrers ein Paar Nebenwinkel an die 

Tafel zeichnen .... können — Eine solche gemilderte 

Praxis ist ferner für das ganze Gebiet des ersten Jahresknrsus 
überhaupt zu befolgen. 

p. 15. Zunächst halte ich es für wünschenswert, dafs dieiso 
sogenannten propädeutischen Übungen, deren Wert in den 
letzten Jtihren eine erfreuliche Anerkennung gefunden hat, 
nicht nur vor dem plani metrischen Unterrichte, sondern auch 
während desselben eine geeignete Berücksichtigung finden, 
und zwar in der Art, dafs man gewissen Lehrsätzen bestimmte, 
für den speziellen Satz berechnete Übungen unmittelbar vor- 
angehen läfst, 

p. 16. Der andere Vorschlag, den ich dem Lehrer dcrinr 
Matl emat'k nod r Beurteil ing nheini stellei möchte geht 
dah b m ersten flau metr sei e Unterr ehte wo n r mmer 
mogl 1 a t \ erh Itn sse les Lebe s und d Esitu ole 
aidetel cle^e wenl ncf le M them tl Bezu 
nel men Aflee'We ^r dt man len 1 1 f tl eo 

) We ollt 1 u-me daß m n h zu w t hen I-a Ab 

uaE ö t kann doeli ht ve laogt we d n da Übj kt iea ge met cli n 
Unte chtB a cht "le 1 nfaug f t u t Uen 

) H e timme h m w euä hen nitPaulj b en Ate li 

glaube laf w nu e n Schul Nebenw nkel z B ze chn n La n ah 

le ht dab D geb ucbt we len kann das Charakter st sehe ders Ibea m t 

Wo ten ugebeu I e L t 1 1 du fte sonst wohl auch le cht mctt 

11 Zw k ! 
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retischen Vortrag der Aufgabe auf die feste Grundlage eiaes 
praktischen Nutzens, und ein Versuch wird zeigeu, wie dies 
allein schon im stände ist, freudige Wissbegierde hervorzu- 
rufen. 



H. Müller, Über den ersten planinietrisehen Unterricht, 
— Progr. Charlottenburg 1889. 

18 p. 1. üngleiehmäfsiger Fleifa und zeitweiser Mangel an 

Aufmerksamkeit rächt sieh in keinem Unterrichtsgegenstande 
gleich stark wie in der Mathematik,*) weil in anderen Wissens- 
zweigen bei unvollständiger Kenntnis des Vorhergehenden wohl 
noch vieles verstanden werden kann, während in der Mathe- 
matik das Folgende dunkel bleiben mufs, wenn das Voraus- 
gegangene nicht klar erfafst ist. 

}s p. 2. Das Lehrverfahren mufs danach eingerichtet wer- 
den, dafs schon in den ersten Anfängen mit dem Gewinn au 
Wissen auch die Fähigkeit erreicht wird, das gewonnene Wissen 
anzuwenden, damit das natürliche Interesse an dem neuen 
Lehrstoff nicht nachläfst, sondern durch die Freude am Können 
gesteigert wird. 

Ol) p. 2 es wird zu wenig Rücksieht darauf genommen, 

dafs der Schüler beim Unterricht praktisch mitarbeiten, dafs 
er an der Entwicklung des Lehrstoffs regen Anteil nehmen 
und zum Aufbau des Systems die Bausteine selber aufsuchen 
mufs;^) es wird ferner auf die Ausbildung der Anschauungs- 
thätigkeit nicht das notige G-ewicht gelegt. Dadurch, dafs 
Sätze und Beweise in fertiger Form gegeben sind, wird der 
natürliche Hang des Schülers, lediglich mit dem Gedächtnis 
zu arbeiten, in der bedenklichsten Weise unterstützt 

1)1 p. 2. In erster Linie mufs die Anschauungsthätigkeit 



') Dies ist ein Hauptpnnltt, der gar nioht dimgend ^mug bctcnt 
und in den Voideigrund £[eBtellt weiden kann 

') Dafs diese Schaden schon lange eikanut sind, gebt ans ätu Be 
stiebnngen der mathematiBclieu Lehrer genügend hprvoi Die heim 
»tische Methode und in Verbindung mit ihr die genetische sind ja uus 
dfi Bek impfimg dei beruhitcn Schaden, einei Folge dei dogmatischen 
BcLin llimg hfrvoigegingi n 
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aufs sorgfilltigste gepflegt werden, damit der Schüler es lernt, 
die Beziehungen zu sehen, von denen gesprochen wird. 

p. 3. Von her/orragender Wichtigkeit ist naturgemäfss« 
der erste planimetrisehe Unterricht, der den Schüler mit einer 
verhältnismäfsig grofsen Anzahl neuer Begriffe bekannt machen 
und den jugendlichen Geiat an die ihm fremde Methode der 
Entwickluüg mit ihrer strengen Folgerichtigkeit ge wohne u 
soll 

p. 3. In der letzten Zeit hat nun der Streit der Mei- a« 
nungen, ob die Schiiigeometrie noch Euklidisch betrieben wird 
oder nicht, ob die (rrundlagen des Euklidischen Systems mit 
den heutigen Anforderungen noch vereinbar sind, oder ob auf 
n u Ji dam nten 1 A f t 11 n uen, in sich selbst 

h mo 1 en B t bt w d li das Interesse der 

Tab bnlmMfn Anspruch ge- 



Bu EnBt Bladl plauimetriseher Kon- 

t ukt auf b n m 4. fan t 1 1 — 1: ogr. Huaum 1888. 

l 1 f ge a t ^ t fa t all m die Ansicht ver- so* 
la d d n pl t 1 n 1 n t kt isaufgaben ka.um 

n PI t n ü t It g n e w 11t weil der Maugel 
allgeniemer Methoden die Losung solcher Aufgaben zu einer 
Art von Rätsebaten mache und eine gewisse Findigkeit der 
Schüler voraussetze. 

Bohle, Der vorbereitende geometrische Unterricht in 
Quinta. -- Progr. Crefeld 1889. 

p. 3. Die Forderung, alles Wissen auf Anschauung kusmü 
begründen, ist seit Pestalozzi die Grundlage der Pädagogik 
geworden. 

p. 4. Die Geometrie arbeitet sofort mit sehr abstrakten aoc 
und scharf bestimmten Begriffen, ehe der jugendliche Geist 
dieselben luschaulich gehufig hat^) W ii dtr Schulet 

') M t bestimrateii Begiiffpn ja ibei mit sehi ab^ttakten nar in ge 
wiiaei Beziehm^ Was de Sei iIpi li J n (jeoinLtneuni:eiiii,ht n it 
liiQgt Uli n lit uattis h t t wfi kn und ^ h-bt si I zi se m volk 
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selbst für den Geometrie-Unterricht mitbringt, ist von ge- 
ringer Bedeutung. 

>! p. 4. Durch diese fortwährende Beschäftigung mit geeig- 

neten Zeichnungen wird der Vorbereitungskursns auf die Aus- 
bildung des Anschauungsvermögens, also der Fähigkeit des 
Geistes sich schnell und leicht in die verschiedensten Lagen- 
beziehungen geometrischer Figuren hinein y.a finden, fördernd 
wirken. Wie wichtig diese Fähigkeit ist und wie vielen 
schwächeren Schülern sie fehlt, kann man auf jeder Stufe des 
mathematischen Unterrichts beobachten. 

OS p, 5. Dem Anfänger erseheint es höchst überflössig, für 

dasjenige, was ihm anschaulich durchaus klar ist, einen Be- 
weis zu geben .... Er sieht mit einer gewissen Überzeugung 
durch unmittelbare Anschauung ein und dies genügt ihm. 

09 p. 6. In Bezug auf das erstgenannte Ziel, nämlich die 

Einführung des Schülers in das Gebiet der geometrischen Ge- 
bilde und Begriffe, ist es üinleuchtend, dafa methodisch durch- 
aus anders verfahren werden mufs als beim wissenschaftlichen 
Unterricht. 
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Bedeutung, wean dem eigentlichen wissenBohaftlichen Unterricht ein 
propädeutischer Eursus vorausgeht. 
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Die geometrischen Gmiidbegriffe. 
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I. Kapitel. 
Der Baum. 

Die G-eometrie ist die Lehre von den Gebilden im Räume, 
wenn auf alle sinnlieh walirnelimbaren Eigenschaften der- 
selben kein Gewicht gelegt wird und nur der Teil des Raumes, 
den sie durch ihre Gröfse, (iestalt und Lage einnehmen, in 
Betracht kommt. 

Der Ausdruck „Raumgebilde oder räumliche Gebilde" 
scheint sich immer mehr einzubürgern; auch verdient er vor 
dem früher üblichen j^aumgröfBe" entschieden den Vorzug, da 
sofort zu erkennen ist, dafs wir es mit eigentümlichen nur im 
Räume möglichen Gegenständen zu thun haben, für die der 
Name „Gr5fse" schlechtweg leicht zu Mifsverständnissen oder 
falscher Auffassung führen konnte.-') Auch war ja eines der 
räumlichen Gebilde bei dieser Bezeichnung nach allgemeinei- 
Annahme ausgeschlossen: der Punkt, dessen Begriff wir that- 
sächlich mit dem Begriff der Gröfse auf keine Weise vereinigen 
können; aber bei genauerer Betrachtung erweisen sich ja auch 
schon Flächen und Linien dadurch, dafs sie das, was zu einer 
wirkliehen RaumgrÖfse d. h, einem Körper gehört, teilweise 
negieren, als — wenn man überhaupt noch den Namen „Gröfse" 
gelten lassen will — jedenfalls „Gröfsen von ganz besonderer 
Art". Man vergleiche die Ausführungen über Körper, Flächen 
und Linien etc. im Kapitel III. 

Betrachten wir nun ein geometrisches Gebilde, so fällt 
selbstverständlich alles, was sieh auf die Lage bezieht, aus 

') Vergl. Kruse: Elemente der Gieometrie; 

„Die geometriscteD Gröfsen unterscheiden sieh von deu übrigen 
Gröfsen dadurch, dafs an ihnen als eino -wesentliche Eigenschaft der 
Uegriff der Lage hiiftet." — H. Z. TII. p. 212. 
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der Betrachtung aus; denn erat wenn wir mehrere — min- 
destens zwei — Gegenstände m unserer Vorstellung verknüpfen, 
kommt der Begriif der Lage zur Esistenz — die Beziehung 
auf das betrachtende Subjekt erzeugt für sich noch nicht den 
Begriff der Lage, — obwohl eine Zweiheit vorhanden ist — 
sondern erat die Beziehung von mindestens zwei Objekten 
auf einander, da das betrachtende Subjekt ja seinen Ort be- 
liebig wählen resp. veräni^ern kann, ohne dals dadurch die 
Lage des betrachteten Objekts irgendwie beeinflufst wird. 

Die Begriffe der GrÖfse und Gestalt lassen sich noch ver- 
einigen in dem Begriff der Ausdehnung überhaupt; wir würden 
dann die GrÖfse als das Wieviel der Ausdehnung, die Gestalt 
als das Wie (die Art) der Ausdehnung bezeichnen müssen. 
Beide sind von einander vollständig unabhängig und können 
auch getrennt, jeder für sich, in Betracht kommen, ohne dafs 
dadurch die Betrachtung falsch wird. Zur vollständigen Kenntnis 
aber eines bestimmten Raumgebüdes sind beide vereint uner- 
läTslich. 

Aus der Abstraktion von allen sinnlieh wahrnehmbaren 
Eigenschaften geht hervor, dafs wir ein geometrisches Raum- 
gebilde in keiner Weise darstellen können, dafs es ein reines 
Erzeugnis unseres Denkens ist. Wenn wir uns dieselben trotz- 
dem sinnlich wahrnehmbar konstruieren, so darf nie vergessen 
werden, dafs wir es nur mit Bildern — und zwar genau ge- 
nommen, bei möglichst sorgfältiger Nachbildung doch nur 
sehr unvollkommenen Bildern zu thun haben. ^) Jedoch sind 
auch diese unvollkommenen Bilder geeignet, unsere Vorstellung 
zu unterstfitzen und durch äufsere Anschauung die innere, rein 
geistige Anschauung oder Vorstellung zu bilden und zu üben. 

Einen durch Abstraktion erhalteneu Raumteil nennen wir 
einen geometrischen Körper oder kurzweg einen Körper, deren 

') Vergl. weiter unten Eap. IIL Docb soll auch hiev schon ganz 
besonders darauf hingewiesen werden, dafs eine solche Nachhilduag 
überhaupt nur mugiich ist für Körper, undenkbar aber für alle 
anderen Raumgebildp, nui Körper können wir una bildlich darstellej), 
weder Flächen, noch Linien und Punkte: denn auch bei ihrer Darstellung 
— ja es ist wohl auch gestattet zu sagen Vorstellung — handelt ea 
sich in der That um Darstellung von Körpern. 
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Substrate in der sinulichen Wahrnehmuag die physikalisclioa 
Körper der uns umgebendeu Aufsenwelt sind.') 

Da wir von allen rein physikalischen Eigenschaften ab- 
strahieren, so verHeren sinch die Gesetze, denen die physika- 
lischen Körper unterworfen^) sind, für die geometrischen Körper 
ihre Gültigkeit, vor allen Dingen das Gesetz der UndurcL- 
dringlichkeit; wir können uns demnach die räumlichen Gebilde 
der Geometrie in beliebiger Anzahl an derselben Stelle des 
Raumes denken. 

Der Raum selbst mufs im Unterricht — im Anfang wenig- 
stens — als a priori gegeben angesehen werden und ohne ein- 
gehende Erörterung bleiben, da der Schüler durch philoso- 
phische Betrachtungen über den Raum nur verwirrt werden 
würde.*) Jedoch darf auch keine Unklarheit in irgend einer 
Beziehung zurückbleiben, besonders müssen die Eigenschaften 
des Raumes erwähnt und dem Verständnis der Schüler nahe 
gebracht werden. 

Man wird demgemäCs bei der ersten Erklärung am besten 
den Kantschen Weg einschlagen und zu dem Begriff des 
Raumes gelangen, indem man von allen Gegenständen der 
Aufsenwelt — wobei ganz besonders auch der Lutt als eines 
Körpers Erwähnung zu thun ist — abstrahiert resp. alle hin- 
weg denkt. Das, was dann in unserer Vorstellung übrig bleibt, 



') Ich habe hier den Ausdruck phjaikalischct Körper als den all- 
gemeineren gewählt Im Unterricht wird man zwischen natürlichen 
und kunstliclien ßoipem unterscheiden reep auf den Tjnteisehied 
iwisi,hen beiden hinweisen müssen Als Beispiele iüi die iisteien können 
Fruchte illei Art, Eier etc genannt werden ala Beispiele dei zweiten 
Art dienen u a lUe Gegenstände des LehizimmeiE 

*) Ich bm mu wohl bewulet, dafs dieier Ausdruck mi-ht b(";ondeih 
glücklich gewählt lat, hibe ihn aber doch seiner Kürze wegen, und da 
ei wohl auch von den Leiern nn,ht mifsierstandeu weiden wiid \>n 
behalten 

"1 Veigl H Z I p 238 — J Ljbpi, Ubei din Di hnitionen der gpo 
metrischen Grundbegriffe 

p 236 ,Man geht ans von dem in jedem menschlichen Geiste vor 
handenen Begrifie des Raumes {ohne Dtfinitioal ' 

„Odei man geht omgekehit vom Punkte aus (,lei nicht definmrt 
wud) und nennt di n Weg die Spur) emes bcweeten Punktes Linie etc ' 
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i«t liiT Kiuiu ohne ddf« liitr aiit die Kaufcsche Begründung 
des Iwiumes tlf eines Begriftes a piion — der Form unserer 
iifseren Wahrnehmung — eirige^an„tu wird, soll nur her- 
vorgehoben weiden, dah in dei That der Eanm nicht unab- 
hängig vom Subjekt gedacht weiden Lann; indem wir alle 
Gegenstande hmwe^denken bleiben wii selbst doch übrig, 
d h wii können eben nur alle Gegen'-t mde mit Ausnahme 
unserer selbst hinwegdenken.^) 

Der auf diese Weise leer gedachte, nicht wahrnehmbare 
Platz der wahrnehmbaren Erscheinungen der Aufsenwelt, der 
Körper, der vor den Gregenständen und unabhängig von 
ihnen in unserer Vorstellung vorhanden, auf dessen Vorhan- 
densein die Möglichkeit des Neben- und Auseinander der Körper 
beruht, ist der Raum, 

Seine Eigenschaften sind: 1) Ünbe grenz theit, die beim 
Räume selbst mit Uneiidlidikeit identisch ist,^') 2i Stetigkeit, 
3) üleiehaitigkeit 

') Veigl Earttoloiuai, Zehe Voileaungen etc 

p 16- „Es ist nämlich noch nicht a,ii9g6maclit, ob die Voiatellung 
cIls dllg'cmeiaen BauoinB esiotieien wiiirte, wenn kerne Dinge wären 
"Wir stellen uns um hierubei ^.ufeohluli iv, erhalten, eiup von aller "Welt 
isolierte Intelligenz vor Diese sieht niolite, hört nichts, nimmt gai nichts 
wahr und hat nichts zu denken Wie ^oli sie untef aolcbeu Umstanden 
das Leere wahinebmen, anschauen oder ersinnen? Daher miissen 

wir es vorldiifig dl« höchst zweifelhaft annehmen, den Eanm als unend- 
lich zu setzen und ala Etwas zn fassen, das im Vorstellen bestehen 
»mde ohne Dinge" 

) Vergl Riemann Übei die Bypothe«en welche der Geometne 
zu t-cunde liegen (Gittugei Abhandlungen 1888 "t 

Bei der Ausdehnung der Raumtonstiuktionen m^ Unmersbaigiofie 
ist Unbegienzthe t und Unendlichkeit zu scheiden jine gebuit äu den 
Auedehnnnt^verhUltniasen diese zu den Marsveibältnis^en Di£b der 
Raum eine unbegienzte dieifaih ausgedehnte Mannijffaltigkeit sei ist 
eine \ ocaussetjuiig welche bei jedei Auffasanng dei Aufsenwelt ange 
wandt wi d nath welche in jedem Augenblicke die Gtbiet der wiik 
liehen W ihm hmnngen ergänzt i nd die möglichen Orte eines gesuchten 
Gegenstandeh kon^truieit weiden und welche 3ii,h bei diesen Anwen 
dunq-en fortwährend bestitigt Die L obegrenztheit des Eaumea besitai 
daher eme giöfseie empirische (lewifaheit als irgend eine äufsoie Fr 
fihrung HieiauH folgt aber die Unendlichkeit keineswegs — ' 

So htl a tamni^ die Lntersc hei düng zwischen ünbegrenztheit unl 
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\ua dei Ei^pnsthatt dei Stetigkeit folt,t lumittLlbii die 
jemge der unbegrenzten Teilbarkeit aw, dei dei Gleichaiti,, 
keit diejenige dei Kongiuenz, untei «elchem Begrifl splb'itver 
stündlich nur die MDoliLhkeit des ZnsamiiienfT,llens ver«taiilen 
wird ^) 

Unendlichkeit erscheint 'o tritt Jicec Unterti-hied doch eist lei wirk 
höh b^renaten Räumte len also i B bei Köipern m Evidenz so ist in 
Riemanneohen Sinue lie Kuyelflicl u i B unbegienzt aelhatveistandlicb 
abei nicht unendlith Man ebt alio es iommt aif eine begondeie 
Auttaseimg de« Begnllea UnVeg e ztbe t b naug denn wir babeu es doch 
m 1pi T1 at mit einem begi i zt n Riumteil /u tb n un 1 die nnbegienati, 
KugelflB.che ist alb Ginzes eine C enze und z vac natu lieh die C ren/e 
emea begienzten Kor[.eia inseie Vorstellung bezieht bii-h alao in dci 
That mi/tt mehr aut etwaa Uni egienztes es kann, also auch nicht von 
einei Unendlichkeit die Bede sein Ganz etwas anderea ist es mit dei 
Unbegienzthe t dea Eiume» hier a ad Unbegienztheit und UcendlithkPit 
identisch Auch Birtholomüi in aemen j hiloaophischen Vorle? mgen agt 
Neben diesen den Körjern) lat nnn dei unendliche Raum eine Tbateai.1 e 
ei iBt wenigstens yon den Mathematil ern anerkannt — Es sei übrigens 
nicht unerwähnt daCj Unendl chkeit und Unbegienztheit nach ihier 
sprachlichen VerwindtäChafl im Cr inde genommen dasselbe bei ichneu 
— ^eigl die Eezennion \oa Bpckpi AbhaiiUii gei etc m H Z III 
p 385 

') Es wird im Unteiucbt nicht 1 eifl.ii ig sein auf die e Eigen 
Schäften des Eanmes noel nah i einzugehen 8o kunnte man b iipiels 
weise folgen 1h rikliringen dazi B'oben D c Unendl chkeit ist die Aus 
gedehntheit nich illen hichtingen hm ohne Endp — wr können ms 
deshilb auch, den Raum mcLt etwa in emer bestimmten Form odei C e 
stalt denken denn sonst wuiten wu eine dienze (em Bnd ) m unseiPi 
\ otstellung letzpß fverbl die vorli ergehende Anmerkung) die Stphgkeit 
ist das lückenlose Vorhandensein des Rmmes allilerill — m weeent- 
liohen ist diese Eigenschaft mit det vo igen identiacb und es wiid daher 
«ut sein hierauf auch besondeis hinzuwei=en die Gleichaitigkeit sagt 
aus dafs det Ra im überall tou gleiolier Alt sei — in gewi'aei Hinsicht 
wiedeium aassclbe wie die E gen schalt det Steti^ke t überhaupt ibti 
ein Begriff dci mit grofser Voiaicht zu lehandeln ist da ei geeignet 
erscheint I itumer ?u eiwecken Mit Recht wird der Einwand gemiLbt 
weiden können dafs die Gleichaitigkeit nur bei physikalischen Körpe n 
d h bei Körpern die ins Stoff bestehen vorhanden sein koni e 

Man vergleiche zu dei Bemerkmg dafs der Eaim nicht in einer 
bestimnten Porm gedacht werden dirte die Besprechung von Fahle 
Leitfaden des mathematischen ünteriichts durch Schwatz Elmahom in 
H Z II p ISf 

„Ganz gewifs ist jeder KQrper ein begrenzter Banm — ist aber darum 
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Mit dieser Darstellung des Eaumes und seiner Eigen- 
Bchaften wird sich der Lehrer begnügen können und miiesen, 
besonders im Anfangsunterricht, da ja das oberste Gesetz des 
geometrischen Elementarunterrichts dasjenige der Anschanlich- 
keit ist, also von einer Vorführung derjenigen Raumtheorien, 
die gerade in der Befreiung von der Anschaulichkeit ihre 
wesentliche Bedeutung sehen, abgesehen werden mufs, während 
andererseits eine genauere Untersuchung des Eaumes als eines 
Begriffes erst in der Philosophie möglich ist und aus diesem 
Grunde ebenfalls nicht in den geometrischen Unterricht gehört. 

Jedenfalls ist zu betonen, dafs der Raum nur als drei- 
dimensionaler^) gelehrt wird und die logische Möglichkeit 
einer «fachen Mannigfaltigkeit des Raumes nicht einmal auch 
nur erwähnt wird. 

Dem Prinzipe des vorliegenden Werkes gemäfs werden 
nun aus einer Reihe von Lehrbüchern Zitate gegeben werden, 
um einen Überblick über die verschiedenen Ansichten bezüglich 
des Begriffes Raum beziehentlich seine Darstellung im Unter- 
richt zu gewähren, ohne dafs dabei auf Vollständigkeit aus- 
gegangen wird, da selbstverständlich die rein philosophischen 
Werke aufser Beachtung gelassen werden luüssen. Wenn zum 
Schlufs noch einige phil. Schriften erwähnt werden, so sind 
auch da nur einige herausgegriffen, die eigentlichen philos. 
Systeme sind als bekannt vorausgesetzt und als den Rahmen 
des vorliegenden Werkes übersehreitend bei Seite gelassen. 
Jedoch hat sich Verfasser veranlafst gesehen, aus den Arbeiten, 
die sich mit dem Räume vom mathematischen Gesichtspunkte 
aus beschäftigen, noch einige ausführliche Zitate zu geben, um 
dem Leser auch über diese Bestrebungen die notwendige Kenntnis 
zu vermitteln, 

umgekehrt- der aHgemeiLie Raum, weil die Vorstellung desselben sich 
ersohliefst, wenn man die Grenzen des Körpers nach allen Seiten unbe- 
grenat tinausBchiebt, auch als ein unbegrenzter Körper zu definieren?" 
') Auf den Uatersohied zwischen Bichtimg nnd Dimension ist be- 
sonders zu achten. Während der Kaam nach allen Bichtungon aus- 
gedehnt ist, wird er (oder vielmehr Teile desselben) nach nur drei 
Richtungen gemessen. Näheres hierüber bringt der Abachnitt „Dimen- 
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Die Eigenschafteo, <lie allein gewöhnlich in den Elementar- 
büehern dem Räume zugesprochen werden, sind Stetigkeit und 
Unendliclikeit, Lehrbücher, in denen also dem Räume weiter 
keine Betrachtungen gewidmet werden, sollen unerwähnt bleiben. 

Bartholomäi, Zehn Vorlesungen über Philosophie der 
Mathematik. — Jena 1.860.') 

Vorlesung 1, p. 11 ff. „Das Äufsereinander ist der 
Raum. 

In diese durch die Dinge gegebene Bestimmuag des Raumes 
greift ohne Weiteres der allgemeine unendliche Raum 
herein." 

Nach einer Kritik der Kantschen Lehre heilst es weiter; 

„Der Raum ist zunächst das Äufsereinander, d. h. er wird 
gedacht bei getrennten Dingen, er ist also eine Form der Zu- 
sammenfassung, Die räumlieh zusammengefafsten Dinge haben 
gar keine Gemeinschaft und keine Beziehung zu einander, diese 
wird ihnen vielmehr erst durch das zusammenfassende Denken 
geliehen." 

Ferner: „. . . . Unendlich viele Distanzen werden mit ein- 
ander verbunden in der Vorstellung; es bildet sich der Be- 
griff des Körpers oder der Begriff dessen, das nach allen Rich- 
tungen Distanzen zeigt." 

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchung werden noch 
die Unendlichkeit des Raumes, seine Beziehung zu den Dingen 
— die als unzweifelhaft objektiv bezeichnet werden ^ und 
das Problem der Dimension berührt. 



J. IC. Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer 
Grundlage. — Berlin 1877. 

„. . . . Was der Raum selbst sei, in welchem alle unsere 
wirklichen und eingebildeten anschaulichen Vorstellungen sich 
befinden, und wie wir zu seiner Wahrnehmung und zur Kenntnis 
seiner Eigenschaften gelangen, dies sind Fragen, deren Be- 
antwortung in das Gebiet der Philosophie hinübergreifen 
würde, und die darum hier unerörtert bleiben können. Um 
so wichtiger ist es aber, genau festzustellen, welche Eigen- 

') Begprocheii in Sohl. Zeitachr. VI. p. 7. 
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schafteD dem ßaume tt priori zugeschrieben werden i 
damit alle Eigenschaften der räumlichen Vorstellungen als 
notwendige Konsequenzen derselben erscheinen."^) 

Es werden alsdann eine Reihe yon Postulaten oder Axiomen 
aufgestellt — „wobei es gleichgültig ist, ob dieselben als Po- 
stulate der Vernunft oder des AnschauungsvermögenSj also als 
transcendentaie Wahrheiten, oder als Ergebnisse der Erfahrung 
und tief eingeprägter Angewöhnung aiifgefafst werden —"/) 
TOD denen nur das erste als hier wesentlich angeführt werden 
soll; „Axiom I. Der Raum ist stetig, endlos, und von jedem 
Punkte aus nach allen Seiten auf gleiche Art ausgedehnt." 



J. K. Becker, Lehrbuch der Elementargeometrie. IL 
Geometrie, IIL Buch. 

„Der Raum, d, i. der Ort alles dessen, was wir mit unseren 
Sinnen wahrnehmen, ist die notwendige Voraussetzung unserer 
anschaulichen Vorstellungen; er ist das, worin alles ausge- 
dehnt ist, was wir als ausgedehnt wahrnehmen oder uns vor- 
stellen. Dabei erseheint uns das im Räume ausgedehnte ent- 
weder als ein Teil des Raumes (der mathematische Körper), 
oder als eiiien Teil des Raumes ai'*fillend (dei physische 
Körper) odei als T-rrenzf eines Riumteiles (Flache) oder 
endlich als Teil oder ftieuze emer silchen Gienze (Lmie] 



') Min \ergleioln! mit dienen Auefuhrangen Beckei^ weitei unten 
Kitiertes fechriftehen Abbacdlnngen ana dem Gienzgeb et dei Mathe 
matik und Pliloeophie Im weseiithchea decken sict die Aoichttn 
Beckers mit denen des Verßiaseis dafs aiao der Kaum selbst im 
Unterricht als etwas Gegebeuet au behandeln sei und difs i's s ch n u 
am eine Darstelluog semer Eigi,ß3obaften handeln diirte 

°) Ja es durfte wohl togir im Untern bt gestattet sein beides ein 
fach zn idenhfiiieren di der Sobuler dych wohl nicht im Stande ist 
d'ese be de Q eilen der Erkenntnis von einander yu halten Vi ean 
B k d P tulate des Anschai ungsvermögens als Eigebmase der 
l fah ung d tief eingeprägter Angewohumg Ton dpn Post daten der 
V ft t beidet ao mnfa do&b bttont werden dils es aicb h --i 

m E fah g handelt die notwendige Db]ektive Gültigkeit bein 
p b d f — d h also E fabrnng im Sinne wisaenBchaftiicUei 
E k uit — weil sie le ultieien aus subjektiven Bedingungen lenen 
all E h gen unterworfen sind 
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Da alle Grenze im Kaume vorgestellt werden mufK, setzeu wir 
den Raum selbst als unbegrenzt oder grenzenlos voraus. 
Aus demselben Grunde erscheint er uns als stetig, d. li. als 
überall zusammenhängend." 

Becker geht dann genauer auf den von ßiümaiin ein- 
geführten Begriff der „stetigen Mannigfaltigkeit" ein und 
untersucht an der Hand dieses Begriffes, „vfelche besonderen 
Eigenschaften den Kaum von etwaigen anderen dreifach aus- 
gedehnten stetigen Mannigfaltigkeiten ausdehnungsloser Ele- 
mente (Punkte) unterscheiden." 

BeLl, Die Darstellung der Planimetrie nach induktiver 
Methode. — Hildesheim 1886 — 
stellt sich vollständig auf den Standpunkt Kants. Er sagt: 

„Die Geometrie geht von der Voraussetzung eines unbe- 
grenzten Raumes aus.^) Der Begriff „Baum" läfst sich schwer 
erklären, da er nicht ans der Erfahrung abgeleitet werden 
kann, sondern aprioristisch im menschlichen Geiste liegt. Der 
Baum ist das nach allen Richtungen hin unendlich Ausge- 
dehnte, aber an und für sich nichts Bestehendes oder Reelles, 
sondern nur eine Form für mögliche Beziehungen, demnach 
nur etwas Vorgestelltes; es ist die Form des äufseren Sinnes, 
durch den uns die Gegenstände als aufser uns und aufserein- 
ander und nebeneinander existierend gegeben werden." 

Brewer, Lehrb. d. Geom. u. eb. Trig. — Düsseldorf- 
Elberfeld 1822 — 

') Vergl. Bai'tholomäi a. a. p U' 

„Auch die Frage liegt nate, ob mdn Dicht voa dem uncndhehLn 
allftemeiuen Eaume ausgehen könne? Dafa es miiglRli ist, bfwei^t die 
Erfahrung, denn man thut es fast allgemein, beHauptet wenigstens es zu 
thun. Wir aber wollen von der Satur ausgehpn Diese aeigt uns Dinge 
und durch die Dinge die Räume, nnd der Kaum ist nicht die WpU, 
sondern was den Raum erfüllt. Zweitens gelingt ea nicht, aus dem 
nnendlicben Eaume, als einem bestimmt gegebenen Begnfi, zur be 
stimmten Eaumform zu gelangen. Die geometnsthen Gebilde sind bei 
den geometrischen Schriftstellern tbataäleblich nicht aus dem allgemeinen 
Baum abgeleitet, sondern aus einfachen Bestimmungen." 
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stellt sich auf den auch von mir für den Unterricht vertre- 
tenen Standpunkt durch die ÄnmerkuDg: „Die Geometrie nimmt 
den Raum als etwas Gegebenes an. Untersuchungen Über die 
Möglichkeit oder das Wesen des Raumes gehören nicht in die 
Geometrie (soll wohl heifsen in ihre Behandlung auf der 
Schule? D. Verf.), sondern in denjenigen Teil der Philosophie, 
welcher Metaphysik genannt wird." 



Erdmann, Die Axiome der Geometrie. Leipzig 1877.'} 

~Kus diesem ausgezeichneten Werke^) können nur die 

kurzen Definitionen des Raumes und deren Folgerungen hier 

abgedruckt werden, im übrigen sei es zu eingehendem 

Studium empfohlen, i^ | 

1) „Der Kaum ist eine stetige GrÖfse,' deren Elemente 
durch drei unabhängige Variable eindeutig bestimmt sind und 
deren Krümmungsmafs den konstanten Wert Null besitzt." 

2) „Der Raum ist eine dreifach ausgedehnte, in sich selbst 
kongruente, ebene (unendliche) Mannigfaltigkeit."^} 

Diese Definitionen bestimmen zugleich das einfachste und 
vollständige System der Axiome unserer Raumvorstellung, da 
diese nichts anderes sind, als jene Merkmale selbst ausgedrückt 
in den Konstruktionabegriffen der geometrischen Wissenschaft. 

) Bpsprochen in Schi Z XXIII, p 76 

') BeBOnderh wertvoll iiit auük die reiche Litteiituraogabe 
B 1 dieser bei „ hi.it will icli nocbmil'! darauf hinw isun dals nach 
meiner A i sieht im Uiterricht der Ibaum aelbfct ohne Erklaruig 1: leibt 
un 1 als a, prio i geg ben ingeaehe w r l — und dala i,h die Te auhie 
denpn philosoj-hiBchen uni mathec atischen Aneichten ubei den Eaim 
hiei oui zur Orient erang tur den Lehier wiedeigeLe lamit er ibPi 
die Daratellnng der LigfuBchiftcn ein aelbstandigee Urteil sich bilden 
könne (Ea Jierae siuh allerdings erwi^ec ob man vielleicht bei der 
Eppetition der Georaetne m Prima daa Eaumprol lern m t den &i,h lern 
hikurin behandeln konnte ) 

^ Die oben vom Verfaboer dart,estellten Eigenschaften des Raumes 
^ind auch m diesen Definitionen enthalten Dagegen enthalten sie an 
dereiseits auch schon die analytische Beatimmnng des Baumes mittels 
dreier "\ anablen and den Begr fi des Kr immungsmafaea die für den 
Untemoht dnrchaus nicht verwertba sind ebensowenig wie dei Begrift 
ä 1 üieitiLh ausgedehnten ebenen Mann gfaltigke t 
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Sie bestimmen jedoch noch mehr, als blols diese Axiome selbst, 
denn sie machten es uns möghch, auch den Erfahr ungshedin- 
guHgen nachzuspüren, welche die Natur unserer Kongruenz- 
beziehnngen bedingen. Wir können diese Sätze als Postulate 
unserer Rauuivorstellung bezeichnen. Das gesuchte System 
der Axiome und Postulate ist demnach das folgende: 
Axiome der Geometrie Euklids.^) 
I, Der Raum ist eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

II. Der Kaum ist eiae in sich kongruente Manoigfaitigkeit. 

Postulate zum II. Axiom. 

1) Es existieren in sich feste Körper.^) 

2) Die festen Körper sind vollkommen frei beweglich. 

3) Die festen Körper yerändern ihre Dimensionen durch 
eine Drehung um eine ßotationsaxe nicht. 

III. Der Raum ist eine ebene oder unendliche Mannig- 
faltigkeit, d. h. 

a) Zwischen zwei Punkten des Raumes ist nur eine ge- 
rade Linie möglich. 

b) Die Summe der Winkel eines geradlinigen Dreiecks 
beträgt 2 Rechte 

Dieses Axiom, das der Anschauung nicht entnommen ist, 
und daher auch wohl allgemein nicht als Axiom anerkannt, 
sondern aK Lehrsatz bewiesen wird, indem man es auf das 
Paiallelenaxiom begründet, läfst sich noch in einer anderen 
Form aussprechen die vielleicht dem menschliehen Geiste ein- 
leuchtender ist Es deckt sich nämlich mit folgendem Satz: 
Die WinkeKumme in den Polygonen ist konstant.^) 
Es mögen zu der vorliegenden Frage folgende Zitate ihre 
Stelle finden 

) jGeometne imklidB iiit hier im Gett'-r&dti z dei allt; m'-iCQ 
oder absoluten Geometiie f,eietzt 

) Der mathematiacliP Ausdruck wurde angemesBener lauten staiK 
i.a pei da dieser Ausdruck achon ein gewissö« Bürgerrecht erwoil eii 
liat resj wir mit demselben eine bnetimmfe Vor tellung verbinden 

') Es ist mir nicht bekannt dafa von irgend einer Seite das Axiom 
IB die'ier i orm ai sgespi lohen wordpn ist Die Bpde itnog dei folgenden 
Ausfahrungen sehe nt lau abei nicht gering wenn n an den lufgpetelltpn 
Sit? als da» rharikteristikum le Bukldschei ( com tue wihlt 



y Google 



-- 128 — 

Helmholtz, Über den Ursprung und die Bedeutung der 
geometrischen Axiome. Populär- wissenschaftliche Vorträge. 
Heft III. 

p. 42: „Der Unterschied der Euklidischen, sphärischen 
und pseudosphärischen Geometrie beruht, wie oben bemerkt, 
auf dem Werte einer gewissen Konstante, welche Riemann 
das KrOmmungsmafs des betretfenden Kaumes nennt, und deren 
Wert gleich NuH sein mufs, wenn die Axiome des Euklides 
gelten.') Ist sie nicht gleich Null, so würden grofse Dreiecke 
von grofsem Flächeninhalte eine andere Wjnkelsumme haben 
müssen, als kleine, erstere im sphärischen Räume eine gröfaere, 
im pseudo sphärischen eine kleinere. Ferner ist geometrische 
Ähnlichkeit grofser und kleiner Körper oder Figuren nur mög- 
lich im Euklidischen Räume." 

p. 48: „Wir können deshalb auch nicht zugeben, dafs die 
Axiome unserer Geometrie in der gegebenen Form unseres 
Anschauungs Vermögens begründet wären, oder mit einer aolchen 
irgendwie zusammenhingen. 

Anders ist es mit den drei Dimensionen des Raumes. Da 
alle unsere Mittel sinnlicher Anschauung sich nur auf einen 
Eaum von drei Dimensionen erstrecken, und die vierte Dimen- 
sion nicht blofs eine Abänderung von Vorhandenem, sondern 
etwas vollkommen Neues wäre, so befinden wir uns schon 
wegen unserer körperlichen Organisation in der absoluten Un- 
möglichkeit, uns eine Anschauungsweise einer vierten Dimen- 
sion vorzustellen." 

Rosanes, Über die neuesten Untersuchungen in Betreft' 
unserer Anschauungen vom Räume. 

„In der That wurden, zuerst wohl in den dreifsiger Jahren 
dieses Jahrhunderts, Zweifel an der Zuverlässigkeit des Eukli- 
dischen Axioms (nämlich dem Parallelenaxiom, dem berühmten 

') Sohmitz-Dumoiit, Die ciathematischen Elemente der Ki'kenut- 
nistheorie 

p ISb , Hiei achiPn also ein mduBkter Beweis gefunden, dafe der 
hitz von rlei Siunme dei Di Piecks Winkel gleich zwei Rechten apriorisch 
nur dpEhalb unbeweisbar wai, weil eben Verhältnisae vorliegen konnten, 
untei denen ei thataa hlich nicht atatt hatte." 
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11. des Euklid. D. Verf.) ausgesprochen. Boljai und Lobat- 
schewsky wiesen nach, dafs man auch dann eine widerspruchs- 
freie, aber von der Euklidischen yerschiedeiie Geometrie kon- 
struieren kann, wenn man den Satz, nach welchem die Summe 
der Winkel im ebenen Dreiecke gleich zwei Rechten ist, auf- 
giebt, TOB dem Legendre gezeigt hat, dafs er mit jenem 
Axiom äquivalent ist. Diese Geometrie, gegründet auf die 
Annahme, dafs die Winkelsumme irgend einen konstanten 
Wert unter 180'' habe, wurde imaginäre, Nicht-Euklideische 
Geometrie genannt." 

liier liegt ein Irrtum vor; wenn die Winkelsumrae von 
180" verschieden angenommen wird, so kann sie nicht mehr 
konstant sein, sondern ändei-t sieh mit den Mafs Verhältnissen 
des Dreiecks. Dafs in der That, wenn die Winkeleumme kon- 
stant angenommen wird, diese Annahme zur l'olge hat, dafs 
die Summe 180" beträgt, geht aus den folgenden Ausführungen 
des Verfassers hervor. Auch Helmholtz in dem vorhergehen- 
den Zitat, wie Riemann in dem folgenden, erkennen die Richtig- 
keit dieses Satzes an. 

Kiemann, Über die Hypothesen, weiche der Geometrie 
au Grunde liegen, — Göttinger Abhandlungen SIII. 

p. 146: „Nach diesen Untersuchungen über die Bestimmung 
der Mafsverhältnisse einer »fach ausgedehnten Gröfse lassen 
sich nun die Bedingungen angeben, welche zur Bestimmung 
der Mafsverhältnisse des Raumes hinreichend und notwendig 
sind, wenn Unabhängigkeit der Linien von der Lage und Dar- 
atellbarkeit des Linien Clements durch die Quadratwurzel aus 
einem Differential aus drucke zweiten Grades, also Ebenheit in 
den kleinsten Teilen vorausgesetzt wird." 

„Sie lassen sich erstens so ausdrücken, dafs das Krüm- 
mungsmafs in jedem Punkte in drei Flächenrichtungen = 
ist, und ea sind daher die Mafsverhältnisse des Raumes be- 
stimmt, wenn die Winkelsumme im Dreieck allenthalben gleich 
zwei Rechten ist." 

„Setzt man aber zweitens, wie Euklid, nicht blofs eine 
von der Lage unabhängige Existenz der Linien, sondern auch 
der KBi-per voraus, so folgt, dafs das Krümmungsmafs allent- 
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halben konstant ist, und es ist dann in allen Dreiecken disi 
Winkelaumme bestimmt, wenn sie in einem bestimmt ist." 

Setzen wir den Satz: „Die Winkeisumme in den Polygonen 
ist konstant" an die Spitze, so ergiebt sich aus ihm, dafs die 
Winkelaumme im Dreieck zwei Rechte beträgt, im Viereck vier 
Rechte, im Fünfeck sechs Rechte nnd so fort. Allerdings läfst 
sich, wie es scheint, nicht allgemein beweisen,') dafs im «Eck 
unter dieser Voraussetaung die Summe der Winkel (n-2Ii — iS) 
ist, aber ich hebe ausdrücklich hervor, dafs für die verschie- 
denen Vielecke sich die Übereinstimmung mit den bekannten 
Resultaten der Buklidischen Geometrie ergiebt, ohne dafs man 
nötig hat, auf das Dreieck zu rekurrieren. Ist aber dieses festge- 
stellt, dafs das Dreieck nicht zum Beweise nötig ist, dann 
köunen wir den Satz bestimmter aussprechen, ohne dafs da- 
durch eine Einschränkung involviert wird: 

Die Winkelsumme im Dreieck ist konstant. 

Beweis für das Dreieck und Viereck: 

Man teile das Dreieck durch eine Transversale T durch 
eine Ecke in zwei Dreiecke; die Summe der Winkel betrage im 
Dreieck x; dann ist 

a:(von^^C) =aT(vou^6'_D) + x{^oqBCB) 

— 2'R (die Summe der Winkel an B) oder: 

X = X -{- X — 2B,. 
Hieraus ergiebt sich; 

X ■-- 2 j?. 
Man könnte auch von einem Punkte im Inneren nach dwi 
Ecken Gerade ziehen und so das Dreieck in drei Dreiecke zer- 
legen. Dann erhalten wir: 
x(yoaABC)=x{yonAOC)-\-x{YoaBAG) + x{voüABC) 

— iR (die Summe der Winkel um 0) oder: 

X = X -{- X + X -- 4-JR. 
Das Resultat ist dasselbe; 

x = 2R. 

') Unter „allgemein" beweisen verstelle ich, äaSe sich der Satz unab- 
h-ängig vom Dreieck beweisen lUfst, also direkt ans Heiner Bigeneebaft 
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Das Viereck teile man durch eine Gerade in zwei Vier- 
ecke, so ist, wenn y die Wintelsumme im Viereck bedeutet: 

— 2-2]i (die Winkel bei i? n. F). Daraus ergiebt sieli: 

y = 2ij — 4B. 

Oder man teilt das Viereck durch zwei Grerade in 4 Vier- 
ecke; die Winkelsumme der Vierecke wiederum = y ange- 
nommen, ergiebt sich: 

ij (von ABC) = y (von AEOll) -\- y (von EOFB) + 
y (von OFCa) + y (von GOHD) ~ Ui (den Winkeln um 0) 

— 4 ■ 2Ü (den Winkeln bei E, F, G, 11). Hieraus ergiebt sich: 

p =ip—12E 

3i/== 12Ii. 

y =4E. 
Wir sehen also — was mir von besonderer Wichtigkeit zu 
sein scheint — , dafs sich der Beweis durchführen läfst, ohne 
dafs man das Dreieck dazu nötig hat. 

Man vergleiche übrigens mit diesen Ausführungen: t'risch- 
antj Absolute Geometrie, 5, 6 nnd 7. 



Frischauf, Kiemente d. Geom. — Graz 1870. 

Der Ausgangspunkt^) der Geometrie ist der unbe- 
grenzte (leergedachte) Raum; demselben wird die Eigenschaft 
der Stetigkeit, also auch der unbegrenzten Teilbarkeit zuge- 
dacht. 

Kries, Lehrbuch der rein. Mathemat II. Hauptteil. — 
Jena 1817. 

Die Ausführungen sind zwar nicht gerade originell, jedoch 



') Vergl. weiter unten die Deönitioaeii des Begriffes 
metvie. Jeroer Kries (folg. Zitat 4), 
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wird Jü ihnen das Notwendigste in klarer Form gegeben, wie 
wir es selbst den Schülern zum Teil bieten können/) so dafs 
ich glaubte, Kries' Darstellung nicht Übergehen zu sollen: 

1) Diejenigen Gröfsen, welche den Gegenstand der Geo- 
metrie ausmachen, sind mit dem Beinamen stetiger Gröfsen 
bezeichnet worden.^) 

2) Die Stetigkeit einer Gröfse besteht iu dem ununter- 
brochenen Zusammenhang ihrer Teile. Das Zusammenhängen 
der Teile aber set^t voraus, dafs die Teile selbst aufser ein- 
ander oder nebeneinander hegen. Beides zusammen, das 
Äufsoroin and erliegen der Teile und ihr ununterb rochen er Zn- 
sammenhang, giebt den Gröfsen eine Ausdehnung, 

3) Ausgedehnte Gröfsen also machen, insofern sie aus- 
gedehnt sind, den Gegenstand der Geometrie aus. 

4) Abstrahieren wir an einem ausgedehnten Gegenstände 
von allem, was nicht zur blofsen Ausdehnung desselben gehört, 
so bleibt uns nur der Raum übrig, den er einnimmt. Die 
Ausdehnung also stellt sich uns als etwas Räumliches dar. 
Wir müssen daher den blofsen Raum als das eigentliche 
Gebiet^) der Geometrie ansehen. 

5) Der Raum ist von den physischen Körpern in ihm 
ganz verschieden. Die letzteren erscheinen uns als etwas Zu- 
fälliges in ihm, das wir in Gedanken aus ihm hinweg- 
nehmen können.^) Wenn sie also gleich, ihrer Ausdehnung 
wegen, geometrisch betrachtet werden können, so bestimmen 
sie doch nicht den Gegenstand der Geometrie, die ganz unab- 
hängig von ihnen ist. 

I falls man nicht der InaicM d^B Vufasheia hn\ fli litet '.oi d ro 
eine RaumetkUiuug im Unterricht fui notig hBlt 
') Vergl Emlmtung i zum Lehrbnoli 
^) Nicht aliw als den Gegenstand der Bttrithtuag 
') Es ist nicht unwesentlich, luf die Versdnedenheit zwiechi n i>h> 
stachen und geumetiischen turpecn in diesei Beziehung ganz lie^ionderg 
aufmeikoam zu machen Wahrend wit von den sinnlich wahrnehmbaren 
Eij^enechaften ab&eheo, sie hinwegdenken können und daüuicb aus dem 
phisischen Körpei den geometrischen eihalteu können wii nicht iiia^e 
kehrt das Räumliche — die Auadohnung — \on dem Kcrp^t ■wegdenken 
und nur etv.1, "-tofl Farbe eto als vorhanden ansehen Auch im Clnter 
riLht wird der Hinwen hierauf Ton Nutzen sein 
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6) Ebensowenig köunen wir den Ursprung unserer Vor- 
stellung des Raums von den physischen Gegeastünden in ihm 
ableiten, da der Itaum weder eine Eigenschaft dieser Dinge 
ist, noch durch Zusammensetzung derselben erzeugt wird. Wir 
müssen also die Quelle jener Vorstellung, ebenso wie die der 
Vorstellung der Vielheit^ in unserni Gemüt aufsuchen. 

7) Wir können daher dem Raum Prädikate beilegen, die 
ihrer Natur nach nie aus der Erfahrung genommen sein können 
und doch die gröfste Gewifsheit haben, ja wovon wir uns das 
Gegenteil beim Raum gar nicht denken können — das sind 
die Prädikate der Stetigkeit und Unendlichkeit.') 

8) Ebenso erkennen wir unmittelbar mit apodiktischer 
Gewifsheit, dafs der Raum drei verschiedene Abmessungen 
hat oder nach drei verschiedenen Richtungen ausgedehnt ist.^) 



Lesekamp, Elemente der Geometrie. — Kassel 1879.^) 
„Der Raum ist ununterbrochen (stetig, kontinuierlich), 
von unbegrenzter Ausdehnung und in allen seinen Teilen gleich- 
artig." 

Er fügt also zu den beiden bekannten Eigenschaften des 
Raumes noch diejenige an, dafs die Teile unter sich gleich- 
artig sind, und macht dadurch den Raum zu einer mathema- 
tischen Gröfse. 

Eduard Malier, Elemente der Geometrie.*) — Braun- 
hw g 

p — 8 ) f w n a b n- 

ha ndnbnnd w h m 

h ) 



jsschen Lehrbuchs. 
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2) jDei IIa Uli i^f (U> lu- und Aiifser- und Nfibeneinander- 
sein, und das In und Aufsev- und Nebeneinandorseiende ist 
daa Räumlichp " 

Von den au^ifuhrlichon Bestimmungen nnd Untersuchungen 
des Raumbegriffs, die sn,h hieran anschliefsen, möge nur noch 
folgendes erwähnt weiden und im Übrigen auf das ganze 
Werk als aufserst lesenswert mit Nachdruck hinge- 
wiesen werden. 

3) „Der Raum ist extensiv und intensiv; er ist extensiv 
(ausgedehnt), heifst, er ist auseinander; er ist intensiv, heifst, 
er ist ineinander.'' 

4) „ .... Je nachdem der leere, reine Raum noch in 
äufserer Existenz gedacht oder nur in Gedanken gesetzt wird, 
— in der Einbildung, Phantasie — ist der te'ere Raum ent- 
weder abstrakter (äufserer) oder ideeller (innerer)." 

5) „Ber abstrakte Raum ist nur ein einziger (ein Welten- 
raum) ; der ideelle kann willkürlich , beliebig oft gesetzt 
werden."') 

Es folgt sodann die Ableitung der drei Dimensionen des 
Raumes aus der subjektiven Anschauung der Menschen von 
den drei Gegenden des Weltraums: vorn — hinten, rechts — 
links, oben — unten.^) 

Johannes Müller, Lehrbuch der allgemeinen Plani- 
metrie. — Bremen 1870, 

„Die Vorstellung des allgemeinen Raumes ist unver- 
andeihcb 

,Der Raim hat :4wei Haupte igens chatten eietens ei hit 
Äu^dphnung d h er gewihrt die Mjglichkeit dei Bewegung ) 

1 Daraus geht heivo dafn dds Gebiet de beom trie der ideelle 
1 anere') Raim ist (Uii Miftve ständnisaen voi7ubeu^en sei also iiif> 
d ucklid crwd,hnt dafs die Einheit das Raums von de willkürlichen 
beliebig ba iflgen 6etzung unberührt bli-ibt ) 

') Aus dieser subjektiven Herleitung der drei Dimenaioaen mofs die 
objektive Gültigkeit (Beabtit) derselben geschlossen werden — Man 
vergleiche Kints Alhat 11 ng Von dem eiateo G onle des Uöt«iBi,hiedes 
der Gegenden m Riume 

) Hier finden wir also snetst ein meehanisehes Moment m die reine 
Geom tric 1 nemg (lagei nl iwai od on Urni trstfn Begrift den 
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und er hat diese Eigeaschaft im höchsten Grade, d. h. er ist 
nach jeder Richtung unendlich ausgedehnt (man kann sieh die 
Bewegung in jeder Richtung ohne Aufhören fortgesetzt denken)." 
„Zweitens hat der Raum Teilbarkeit, d. h. es ist möglich, 
sich im allgemeinen Räume besondere Räume (Orter) zu denken, 
denen die Ausdehnung nicht mehr im höchsten, sondern in 
einem irgendwie beschräukten Orade zukommt. Auch die 
Teilbarkeit hat der Raum im höchsten Grade, d. h. er ist in 
jeder Richtung unendlich teilbar." 

Nagel, Lehrb. d. eb. Geometrie. — Ulm 1873. 

Nagel geht vom Körper aus, eine originelle, aber wenig 
glückliche Betrachtungsweise, die auch den jetzt allgemein 
geltenden Prinzipien der Behandlung der Crrundbegriffe wider- 
apricbt, 

1) „Ein Körper ist eine Gröfse, weiche nach drei Rich- 
tungen ausgedehnt ist,^) oder drei Dimensionen hat, Länge, 
Breite und Höhe." 

,, Denkt man sich diese Ausdehnungen bis ins unendliche 
fortgehend, so erhält man den unendlichen Raum; denkt man 
sie sich aber begrenzt, so erhält man einen Raumteil, oder 
Körper im engeren Sinne." 

Wir haben es hier ofPenbar mit einem circulus zu thun, 
vom Körper zum Raum und vom Raum zum Körper. Diese 
Erklärung hat jedenfalls bedeutende Schwächen. 



R b D El m nt m t 1 I kt 

1 G d I d El j t n t 1 nd k t 1 b 

h d It — L 1 g 1887 ) 

jgdfiin Dibmt I iE ffdBwg 

uf h t 1 h t d f htb t B t ht d h 

1 h ht m r t t lit g h kt d Ib t g 

itnlhmtd thBgrff flht 

jDVwhlg gdht dg wd 

kbt hh wd DKp t tll Ebtg 
gdbt wiJ hd KU gm iL jltll 

l rndmltt Füg k i ttttdWt Kl 
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iberger stellt den Raumbegriff unter diejenigen, die 
keiner Erklärung bedürfen resp. die für die Elementarge ometrie 
a priori gegeben sind. 

„Sämtliche Gegenstände der Anschauung erscheinen uns 
in der Form des Baumes; weitere Erörterungen darüber, was 
der Baum sei, würden sich nur im Zirkel bewegen und 
den Begriff nicht klarer machen:^) wir müssen voraussetzen, 
dafs jeder Mensch, der überhaupt an die Beschäftigung mit 
der Geometrie herantritt, mit dem Worte Raum eine bestimmte 
Vorstellung verbindet." 



SchlÖmilch, Gruudzüge einer wissenschaftlichen Dar- 
stellung der Geometrie des Mafsea etc. — Leipzig 1874.^) 

Die Definition Schlorailehs bietet zwar nichts Originelles, 
soll aber mitgeteilt werden,^) da sie das Bekannte in klarer 
Form vollständig giebt: 

„Vorausgeaetat wird, dafs man die Grundeigenschaften*) 
des Raumes bereits kenne; diese sind: 

1) Ausdehnung nach den drei verschiedenen Richtungen^) 
der Länge, der Breite und der Höhe (Dicke oder Tiefe), 

fm k m g m ht k 1 I g b d mit 11 

wd EB IWkfindthHffm 7t 

h ft XX 1 17-6 1 F i I t d Oh Zw f 1 k t (d 

Vrf) gtBb Ul mtwltra Fthtt m 

B mgmlitt dwlli hlh Abt h tl 

h tt bh bt D hli It g L tt t gl m h d 

W kb i wt Ud w dmmthmt igbldt Pblkm 
h mt w m mi.t hl h b lab ht 

)Ibk mhldh mtE 1 g lit 11 g 

t d klä t t d r h d & d St 11 kh 

%falthb B ttlw jlBt gdRmbgti 

1 ta I w m 1 h hädl h. kw wdD tdh 

w Iil w t g g 

)h Afl„{i7)t88 h , d '^ t hl 

ist unverändert. — Vergl. H. Z. VI. p, 160—166. 
') Vergl. Kriea weiter oben. 

^) SchlÖmilch vormeidet es also auch auf das Wesen des Raumes 
einingehen und giebt nur seine EigeaBchaften. 

'; Vergl. die Bemerkung zu Nagels Geometrie. 
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welche man die drei DimensjoEen des Baumes zu iieuuen 
pflegt; 

2) Unendlichkeit, so dafs also die Moghchkeit räum- 
lieber G-egenstäude nirgends aufhört; 

3) Stetigkeit (Kontinuität), derzufolge an keiner Stelle 
eine Unterbrechung des Raumes vorhanden ist;"^) 

4) Gleichartigkeit aller Teile des Raumes, vermöge 
welcher verschiedene ftäume als Teile eines und desselben 
unendlichen Raumes angesehen werden können. 



Snell, Lehrbuch der geradlinigten Planimetrie, — Leipzig 
1857. 

„Der Kaum als Ganzes betrachtet ist nicht Gegenstand 
der Geometrie.^ Derselbe bildet nur die Sphäre, innerhalb 

deren die Geometrie sich bewegt Für die Zwecke der 

Ueometrie genügt es, sich au dem Raum als Ganzem, oder 
von dem Raum überhaupt folgende Eigenschaften zu vergegen- 
wärtigen, von denen vorausgesetzt wird, dafs wir sie als mit 
der Vorstellung einer räumlichen Ausdehnung unmittelbar 
und notwendig verbunden denken müssen.^) Erstens: Der 
Raum ist unendlich (weil die räumliche Ausdehnung in sich 
selbst keinen Abschlufa und keine G-renze hat). 

Zweitens: Der Raum ist stetig oder kontinuierlich oder 
lückenlos (weil dasjenige, was die Teile des Raumes trennt, 
wiederum Raum ist). 

Drittens: Der Raum ist teilbar und zwar teilbar ins 
Unendliche (folgt aus 1). 
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Viertens: Der Raum ist sowolil der Zahl als seiner innere 
Wesenheit nach nur Einer. ^) 

Fünftens: Die Ausdehnung des ßaumes ist eine allse 
tige, oder der Haum ist ausgedehnt nach allen llichtimgen. 



Sonnenbnrg, Lehrhuch der gesamten Elementar -Geo- 
metrie. — Bremen 1868. 

Der Kaum ist formlose^) Ausdehnung nach allen 
Richtungen (nach Länge, Breite und Höhe oder Tiefe) in's 
Unendliche hin. 

Der Raum ist das Nebeneinandersein^) oder der Raum 
ist stetig oder kontinuierlich, d. h. man kann in ihm will- 
kürlich gewisse Abschnitte machen oder Teile unterscheiden, 
die aber alle so zusammenhängen, dafs da, wo der eine auf- 
hört, gleich der andere anfängt, oder wo der eine Teil immer 
in den andern übergeht." 

Worpitzky, Elemente der Geometrie. — Berlin 1871. 

„Der Raum ist die Abstraktion von den beobachteten 
einzelnen Koipern auf einen K'irpei, welcher die durch die 
bmne gegebenen Korper sämtlich als Teile enthalt'^) 

') Vergl E Müller a a 5 und me ne Anmerkung Es st die 
EigeuBcbaft gemeint die sonst trleictartigkeit genannt wird 

) Dals der Begiiff iei Form mit dem. des Raumes mclit vereinigt 
werden könne ni auch von mii heivoigeboben ■noiden uul ai8 lem 
Wesen der Ünendliclikeit begrundet worden Streng genommen enthilttn 
sich die Begtifle gegenseitig was keine ioim hat kann keine Grenzen 
haben ist also unendlich veigl weitei oben meme Bemeikungen zi 
ftiemann'' Ausein an Jei Setzungen) was inendlicb ist kann kerne Form 
{Creetalt) haben sonst hatte es Urenzen 

) Di% NebeneinanderBein bezieht sich hier nicht auf das Baim 
erfüllende — sonst hltte es auch beisei heifEen miibsei die Moghchkeit 
lies Nebi-neiDanderseiiis — , sondern auf den Raum selbst 

') Zweieilei iit es was dieser Definition entgegensteht I-miüal 
wird dadurch der Raum zu einem lein emiiiiachen aus der Beobachting 
der sinnlich wahiuehmbaien Koipei genommenen Bet,rifi dann aVei 
scheint die Beaeithnang d sselhen al Kör] er ganz lesondeis unglücklich 
gewählt da <Jei Iirtum daduich heivoigerufen wird als sei der Eaum 
etwa Lp^ e tes 
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Wagner, LehrbuchderebeuenGeoiuetrie. — Hamburg 1874. 

„Dasjenige, in welchem wir uns befinden, nennen wir den 
Raum (Weltraum). Denken wir uns alle Gegenstände aus 
demselben entfernt, so bleibt der leere oder absolute Raum, 
oder die Raumforra übrig. ^) 



ülricb.LehrbucliderreinenMathematik. — Göttingen 1836. 

„Dem Räume wird Unendlichkeit, Stetigkeit (Kontinuität) 
und Gleichartigkeit beigelegt; also in Absicht auf die Mög- 
lichkeit der räumlichen Gegenstände findet keine Grenze, 
in Absicht auf die Folge der räumliehen Teile keine Unter- 
brechung, und in Absicht auf die Beschaffenheit der Teile 
des Raumes keine Verschiedenheit statt."^) 

Es handelt sich in den angeführten Zitaten, wie man 
erkennt, im wesentlichen um die Darstellung der Eigen- 
schaften des Raumes, weniger um die Definition des Raum- 
begriffs selbst, entsprechend dem Zwecke der angezogenen 
Werke. Über den Raumbegriff selbst vergleiche man noch 
folgende Werke (vergl. die Anm. zu Erdmann, Axiome): 

Cohen, Kants Kritik der Erfahrung. — Berlin 1885. 

Du Bois-Reymond, Reden. I. Folge. Vortrag VI „Über 
die Grenzen des Naturerkennen s". 

Gino Loria, Die hauptBäehlichsten Theorieeu der Geo- 
metrie, übersetzt von Schütte. — Leipzig 1888. 

Helmholtz, Populäre wissenschaftliche Vorträge. III. Heft. 
Vorti-ag II „Über den Ursprung und die Bedeutung der geo- 
metrischen Axiome". 

Wundt, System der Philosophie. — Leipzig 1889. 

Wundt, Logik. — Leipzig 1883. 

Zöllner, Über die Natur der Kometen. 

Dühring, Krit. Geschichte der allgem. Prinzipien der 
Mechanik. 

Ferner ist zu vergleichen die schon oben erwähnte reich- 

') Otfenbar im Kantsohen Siane: Form unaerei' äufseren Wahr- 
nehmung. 

^) loh möchte diese kurze DarBteUuiiR als besonders gelungen her- 
vorheben. 
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haltige Litteratur, die sicii in Erdmauii, Die Axiome der 
Geometrie, angegeben findet. 

Von ProgrammeD, die mir zu Gebote standen, ist an dieser 
Stelle eins erwähnenswert. 

Wernicke, Die GrundlLige der Euklidischen Geometrie 
des Mafses, — Braunschweig 1887. 

In dieser Abhandlung wird der üntersuchuag des Raumes 
ein weites Feld eingeräumt. Die Beziehungen von Raum und 
Zeit, von Raum und ÄuEsenwelt, leerem Eaura und raum- 
erfallendem Etwas (Materie) werden untersucht. 

„Der Raum tritt uns durchaus als ein geschlossenes Ganzes 
gegenüber, die Materie dagegen als eine Gesamtheit einzelner 
Teile . . ."') 

„Der Raum ist vollständig widerstandslos ohne aufsere 
und innere Grenzen, d, h. überall gleichartig, liickeijlos, un- 
begrenzt ausgedehnt."^) 

Kltigels Wörterbuch giebt folgende Erklärimg: 

„Raum ist die unbegrenzte, blofs im Verstände gedachte, 
nach allen Richtungen hin sich erstreckende Ausdehnung, 
worin der Geometer nach BeÜebeD, uneingeschränkt seine Li- 
nien ziehen und seine Flächen ausbreiten kann." 

Es wird dann sofort auf die Bestimmung eines Punktes 
durch seine drei Koordinaten eingegangen und der physische 
Raum mit dem „Raum an sich" verglichen. Es heifst dann: 

„Leibnitz nannte diesen physischen Raum sehr passend 
die Ordnung der nebeneinander hefindlichen Dinge." 

Grunerts Archiv. 49, p. 180. L. v. Pfeil. 

„Der Raum ist ein einfacher Begriff. Lange, Breite 

') Daraus wurden die Eigenschaften dpr Stetigkeit vaA Gleich iitig 
keit unmittelbar au folgern sein. Die Hervorhebung der Einheit des 
Raumes gegenüber der Geaarotheit einzelnei Teile bei mateiiellpn Gegen 
atänden erachemt besondere glücUlicii. 

*) Die Eigenschaft widerstand sloa ta aem haben wii alb , Durch 
dringlichkeit" bPieichnet Aus ihr folgt die Kongmen/ Min veiglenlit 
übrigens die Zitat« ans Wernickes Progiamm, die bPim KörpT (also 
in Kapitel III angeführt -ind. 
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■and Dicke sind ebenfalla einfache Begriffe. Ebenso ist der 
Ort eines Dinges ein einfacher Begriff."') 



Hieran mögen sich noch folgende Zitate achliefsen: 

Helmholtz, Pop. wiss. Vorträge III. 2. Über den Ur- 
Sprung und die Bedeutung der geometrischen Asiome. 

p. 25: „Aufserdem sprechen die geometriachen Axiome 
Sätze aus, welche die Anzahl der Dimensionen sowohl des 
Raumes als seiner FSächen, Linien, Punkte bestimmen und 
den Begriff der Kontinuität dieser Gebilde erläutern, wie die 
Sätze, dals die Grenze eines Körpers eine Fläche, die einer 
Fliehe eine Linie, die einer Linie ein Punkt, und der Punkt 
unteilbar ist, und die Sätze, dafs durch Bewegung eines Punktes 
eine Linie, durch Bewegung einer Linie eine Linie oder Fläche, 
durch die einei Fläche fine Fläche oder ein Korper, durch 
Bewegung eineo Körpers aber immer nur wieder ein Körper 
beschrieben werde." 

p. 36: „teomit ist also der uns bekannte Raum, in dem 
wir leben, eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von 
Punkten, eine Fläche eine zweifache, eine Linie eine einfache." 

„Die Zahl der Abmessungen, welche nötig ist um die Lage 
eines Punktes zu geben, ist gleich der Anzahl der Dimensionen 
des betreffenden Raumes. In einer Linie genügt der Abstand 
von einem festen Punkte, also eine GrÖ&e;^) in einer Fläche 
mufs man schon die Abstände von zwei festen Punkten an- 
geben, im Räume von dreien, um die Lage des Punktes zu 
fixieren." 

Bretschneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. — 
Jena 1844. 

„Da eine Form weiter nichts ist, als ein auf bestimmte 

' Ort ist hier i» d^m gewulmhcben '^piaihgübrauch , cicM in dtiii 
geometrischen veratanden die Stelle wo aicb em Dm^ befindet, iiicM 
die StPlle, wo es sieh behnden kann 

') Das Btimnit nicht, aondern m dpr Linie sind zwei feate Punkte 
erfordt-ihch odei em Punkt und eine Richtung dliO ?wei Beatimmunga- 
stücke Analoges gilt fflr Fläche imd Raum 



y Google 



— 1 42 — 

Weise begrenzter ßaum, so muls sie aucli tue aligemeinen 
Eigenschaften des ßaumes besitzen. Nun ist aber i!er Raum: 
1} in allen seinen Teilen durchaus gleichartig, oder ho- 
mogen; 

2) in allen seinen Teilen ununterbrochen zusammenhän- 
gendj oder stetig; 

3) in jede beliebige Anzahl von Teilen zerlegbar, oder 
unbeschränkt teilbar; 

4) in seiner Ausdehnung nach allen Seiten hin ohne 
Grenzen, oder unbegrenzt grofs;^) 

f'olgüch mufs auch jede Form ein homogenes, stetiges, 
unbeschränkt teilbares und in jeder behebigen GrÖfse denk- 
bares Ganze sein. 

Der Baum dehnt sich ferner nach drei Eichtungen hin 
aus, nämlich nach Länge, Breite und Diclse." 



Greife, Über Parallelen-Theoricen etc. — Berlin ISlfi. 

„Vorstellung heifst, was die Dinge dem Verstände sind." 

„Erste Vorstellung heifst, die auf keine andere sich 
bezieht." 

„Erste Vorstellungen für die Geometrie sind Raum, 
Ort, Lage, Menge." 

V. Schlegel, Über den sogenannten vierdimensionalen 
Raum. — Berlin 1889. 

„Wir sehen aber auch, wie bei allen diesen Fortschritten 
die Geometrie in einer bestimmten Hinsicht den Charakter 
einer Erfahrungswissenschaft bewahrt. Wenn sie auch längst 
über das in ihrem Namen liegende beschränkte Ziel, die That- 
sachen der Ebene zu erforschen, hinausgegangen war und den 
Raum in den Kreis ihrer Betrachtung gezogen hatte, unseren 
Weltraum mit der Fülle der in ihm teils wirklich existieren- 

') Dafs man bei dem Begriffe der Uubegrenztheit eine gewisse Vor- 
eicbt walten laasen müsse, geht aus Riemancs HabilitatioDaschnft her- 
Tor, Man vergleiclie die Anmerkung auf Seite 120. Ba wird sieb danach 
immer empfehlen, die Identität von Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
beim Räume nusdincklioh herrotznheben. 
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den, teils gedachten körperlichen Gebilde: aus diesem a, priori 
gegebenen Gebiete war sie nie herausgekommen .... Auch 
die philosophischen Spekulationen und wechselnden Ansichten 
über das Wesen dieses Weltraums hatten auf die Richtung 
und den Charakter der geometrischen Forschung keinen Ein- 
flufs gehabt; aus der Erfahrung nahm man die Grundlage der 
Geometrie, in dem Erfahrungsraume vollzogen sich ihre Ope- 
rationen, entstanden und blieben ihre Gebilde."') 

Nachdem Schlegel sodann die Ausdrücke „vierte Dimen- 
sion des Raumes" und „vierdimensiouaier Raum" beleuchtet 
und ersteren als ein Unding und als auf einem Mifsverständ- 
nisse beruhend zurückgewiesen, sagt er: „Dieser Vierdimen- 
sionale Raum' ist also ein reines Produkt mathematischer 
Spekulation, dient nur mathematischen Zwecken, und um die 
Frage nach seiner etwaigen wirklichen Existenz kümmert sich 
kein Mathematiker."^) 

) chlegpl lefra ert den K al e en a j or g i,el en n i 1 

alao ah e en o alle E fdh K un 1 nn d p e oabLa g g bestehen 
den JBegr ft In e nem scheinbiren W de aprneh dan it scheint es zu 
stehen wenn es linn heifst ans der Eifahrnng nahm nian die G nnd 
lagen ier f eomet e jedocL. hndet d eae^ sofort ieinp Erkl'Vrung n lern 
folgen len a den L fahrungera me voÜEogcn a h hre Oj erat oncn 
d h die Übertragung ier m Baume a pr o geltenden "^ät e nn I 
Könnt ukt onen a f d n W Itraum. nserer lirfabrong st uJe a rgeuds 
auf e ne bchw er gke t odec u nen Widerspruch übe all entsprachen d e 
Verhaltü sse 1er Lrfahiungs'« elt derjen g^n dPi geomefcnaehen Geb Ide 

) An einer spite en Stelle der elben Abhandlung sagt Schlegel 
„Aber so einfach auch fiir das abstrakte Denken de Portschritt in den 
vierdimensioiialen Raum sich oft gestaltet, imtn w d m ht hl 
Mangel an Anschaulichkeit bei allen B g ff d S t w 1 h 

diesen Edum betieffen auf das StÖrendste g It 1 d Ib t bte 
Fh ditm dmAnlf httgg Mht 

d ! h ach h i R ht g b 1 gt w w hl d m 

Mglbhlf Dg diht Abh If wä f 1 b d d f 

gl mtli\tllgkft dVt 

b \d daf m6 1 h w d dm 1 G b 1 1 

Gtb tllw mtdddm IGbH 

dl-Ut ktblht hnlfl Gdk ganz 

llihft gl t E tdh hdm&t unm gl h 1 

g d w 1 h V t llun f d m G 1 t 1 Id 

kl} 1 h G g t d 1 Ueb 1 1 t li n d n 
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Es wird sodann ausgeführt, wie miin von der „Nicht- 
Euklid iselieu" Geometrie ausgehend auch zu dem Gedanken 
kam, den ebenen Raum ala einen Spezialfall, nämlich von der 
Krümmung Null, anzusehen, einer allgemeinen Gattung gegen- 
über, die von beliebiger von Null verschiedener positiver oder 
negativer Krümmung sei. 

„Selbstverständlich verzichtete man hier von vornherein 
auf jeden Versoeh, einen derartigen Raum wirklich aufzufinden; 
auch war man in der Erkenntnis der Bedeutung der abatr-vkten 
Geometrie schon weit genug vorgeschritten, um diehe Räume 
nicht deshalb als widersinnige DenkproduLte zu verwerfen, 
weil unsere Erfahrung über die Existenz eines emzi^en krüm- 
rauugslosen Raumes (resp. von der Krümmung Null) uns ver- 
bot, diese Räume als wirklich existierend anzusehen. Dieselben 
waren eben Produkte mathematischer Überlegung, wie tausend 



andere geou 


aetrische Gebilde, 


nur dafs sie der Anschaulichkeit 


nb h 


) 










D 










d Ä ten des dreidinien- 


R 


m 








m nale Raum von der 


K limm g 


N 




k 




atrakte Prozefs der 


P mb 










g ielen Dimensionen 


D A 










ti mehr als drei Di- 








g m trischen Bedeutung 


d n 










d n leichungen mit be- 


hg VI 


U 




n w 




wähnt. 


h m 






V 




■irithmetischen und 



we g?te be^r t n 

Kap tel III 
dö sp uch m t 36 oen 
g a t p t 3 d danach 
cht tieb Ide wie tan 
hnen gegenüber eben 
t hre Vorstelli arke t 
e Ex ste z a fser Ae 

Krümmung Null hat, 



y Google 



„ 145 — 

geometrischen Mannigfaltigkeiten und die daraus 
Folgerungen näher eingehen, da es sich hier — meines Er- 
achtens — um einen verhängnisvollen Grundirrfcum handelt. 
Schlegel sagt: „Neben den Betrachtungsweisen der Nicht- 
euklidischen Geometrie boten sieh aber auch noch andere 
Wege, nm zu einer Ausdehnung des Itaumbegriffs auf mehr 
als drei Dimensionen zu gelangen. Namentlich hätte die von 
altersher bekannte und seit Descartes zur Auffindung neuer 
Wahrheiten planmäXaig ausgenutzte Anwendung des Zahl- und 
MafshegrifFes auf die Geometrie schon längst zur Ausführung 
jener Verallgemeinerung führen können, wenn nur irgend eine 
zwingende Veranlassung sieh geboten hätte. Bedenkt man 
nämlich, dafs eine einfache Zahl u die Länge einer gemessenen 
Strecke darstellt, die zweite Potenz dieser Zahl, d^, den Flachen- 
Inhalt des über der Strecke a als Seite errichteten Quadrats, 
und die dritte Potenz a^ den Rauminhalt des über diesem 
Quadrate als Grundfläche konstruierten Würfels, so entsteht 
naturgemäfs die Frage nach der geometrischen Bedeutung der 
folgenden Potenzen a*, d" u. s. w., und man sieht leicht, dafs 
diese Gröfsen die Resultate der einfachsten Inhaltsbestimmungen 
in den Räumen mit 4, 5 und mehr Dimensionen sind, sobald 
man sich nur entschliefst, diesen Räumen und den für sie 
geltenden Geometrieen das Bürgerrecht in der Geometrie zu 
gewähren, trotzdem dafs die Anschauung uns hier überall in 
Stich läfst." 

Diese Erklärung der mehrdimensionalen Räume als eine 
Folge der geometrischen Analogie mit den Potenzen von 
höheren Exponenten ist aber auf eine Verkennung der eigent- 
lichen Vergleichspunkte, welche Arithmetrik und Geometrie 
für diese Fragen zeigen, zurückzuführen. 

Die Bedeutung eines Produktes ist in der Geometrie nach 
einer ursprünglich willkürlichen Fortsetzung die eines Recht- 
ecks/) indem man die Faktoren als Mafszahlen von Strecken 

') Vergleiche A. Thaet in Rethwisciis JahresberichteE. II. Jahr- 
gang. - K 199. 

„Wean man von einem 'Produkt zweier Strecken' aprieht, so ist 
das eine gewaltsame Übertragnug eines arithmetischen Äusdrueka auf 
die Geometrie .... Man wird nämlich finden, dafs der übliche Begriff 
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ansieht mid diese Strecken als die Seiten des RecMeeks. Ein 
Produkt von drei Faktoren betrachtet man dann als den arith- 
metischen Ausdruck eines Parallel epipeds. Durcli die einfache 
Vermehrung der Faktoren ist aber in der Arithmetik gar kein 
Schritt weiter gemacht worden und es ist daher nicht ange- 
messen, bei der geometrischen Deutung von der Fläche zum 
Körper Überzugehen. Auch würde es schwer sein, wenn man 
die Potenzbetrachtung zum Grunde legt und nur nach einer 
geometrischen Deutung für die Veränderung der Exponenten 
sucht, für öl" und ferner für die Potenzen mit negativen Ex- 
ponenten eine Analogie zu finden. Und doch sind diese Po- 
tenzen nicht weniger berechtigt, geometrisch gedeutet zu werden, 
als die Potenzen mit positiven Exponenten, wenn man von 
der Betrachtung der Potenzen ausgeht. 

Dieser Ausgangspunkt der Vergleichung von arithmeti- 
schen und geometrischen Dimensionen ist nun von vornherein 
falsch gewählt. Die Vergleichung darf nicht erst bei der 
Betrachtung der Potenzen beginnen, sondern hat sich natur- 
gemäfs an die drei Stufen der arithmetischen Rechenoperationen 
zu halten. 

Der ersten Stufe des Rechnens, der Addition, entspricht 
die einfache Ausdehnung nach der Länge; 

der zweiten Stufe, der Multiplikation, die zweifache 
Ausdehnung nach Länge und Breite; 

der dritten Stufe, der Potenaierung, die dreifache 
Ausdehnung nach Länge, Breite und Höhe, 

Das Resultat der Addition, die Summe, findet ihre geo- 
metrische Deutung in der Linie; 

das Produkt in der Fläche; 

die Potenz in dem E'örper. 

Während nun aus der Gleichheit der Summanden das 
Produkt, aus der Gleichheit der Faktoren die Potenz entsteht 
und sich auf diese Weise die drei Stufen der arithmetischen 
Operationen entwickeln, resultiert aus der Vermehrung der 
Exponenten und der Gleichsetzung von Basis und Exponenten 

'Produkt' hierfür au eng iet uod dafii man entweder hier die Erweite- 
rung eintreten lassen oder die Kroneker'schea Produkte benannter 
Zahlen zu Giunde legen mufa." 
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keine weitere Stufe des Rechnens. In Aualogie hiermit kann 
man die Erzeugung geometrischer Gebilde durch Bewegung 
setzen. Entsprechend dem Stillstand der Rechnung hei der 
Potenzierung ergiebt sich nichts Neues durch die Bewegung 
des Körpers. 

Mit der Aufstellung mehrdimensionaler Räume hat mau 
also nicht arithmetische Ausdrücke geometrisch gedeutet, son- 
dern wir würden umgekehrt nun die den mehrdimensionalen 
Räumen entsprechenden Rechenoperationen aufzusuchen haben. 

Nach eingehenden Erörterungen über die Möglichkeit 
vierdimensionaier Geometrie (bes. mit Hilfe der Projektion auf 
uusern bekannten Raum) sagt Schiegel; 

„Diese „Zukunftsgeometrie" wird allerdings mangels jeder 
Anwendbarkeit auf Verhältnisse der Wirkhchkeit niemals die 
Wichtigkeit und Bedeutung der Geometrie der Ebene und des 
Raumes erlangen und auch in ihrer Eigenschaft als for- 
males Bildungsmittel unseren Schulen fernbleiben."^) 

J. Bosanes, Über die neuesten Untersuchungen in hetreif 
unserer Anschauung vom Räume, ^) — Breslau 1871. 

„Das Material^) der Geometrie ist der Raum, und die 
Frage nach dem Begriffe und Wesen desselben hat wohl zu 
allen Zeiten die Mathematiker beschäftigt, aber sie wurde 
mehr in Bezug auf die allgemeine Weltanschauung studiert; 
vereint mit den Philosophen, mit welchen sie in der Person 
grofsenteils zusammenfielen, suchten sie wohl eine Vorstel- 
lung hierüber zu gewinnen, aber die Geometrie als Wissen- 
schaft galt kaum für ahhäagig von der jeweiligen Art der- 
selben." 

,Jn neuerer Zeit ist man vrohl Überwiegend zu der von 
Helmholtz sogenannten empiristisehen Theorie überge- 
gangen, zu welcher sich schon frühzeitig Gaufs bekannt 

') Die« wird wohl von keiner Seite bestiitten weiden Selbst bei 
ein«r diskursiven Behandlung de? Raumproblem<" , wie eie vieileiclit in 
Prima gelegentlick dei Eepetition dsr AnfaogBgrnnde als möglich ge 
dacht wpiden könnte würde auf fme Enitciung dtr mehrdimen Bio aalen 
Räume au verzichten sein 

=) Vergl die Besprechung in H Z II! ] 387 

^) Ich kann, diesen Au sdiutk für keiuen beEOnd«« du lvlicli''n hUten 
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liaben aoll, wonach man im Räume nichts als einen von der 
Empirie abstrahierten Begriff zu sehen habe, eine Ansicht, 
welche schon vor Kant insbesondere bei dem engüsclien Sen- 
sualisten Locke auftritt. 

Auf diese Weise war aber die Frage nach dem Begriife 
des Raumes und seinen ursprünglich aus unserer Anschauung 
entnommenen Eigentümlichkeiten mehr Gegenstand der auf 
das Wesen unserer Gesamt-Erkenntnis gerichteten Spekulation, 
keineswegs aber als von EinfluCs auf die Gewifsheifc der Geo- 
metrie angesehen." 

Alsdann führt Rosanes Riemanns Arbeit an imd ihre 
wesentlichen Resultate, wobei folgende Bemerkungen nicht 
ohne Bedeutung erscheinen: 

„Doch darf . die Aiisdrucksweise 'mehrfach ausge- 
dehnte Mdnmgtdltigteit' nicht verleiten, bei dem allgemeinen 
Begrifie immei an Gegenstände der Anschauung zu denken; 
vielmehr ist die aufseiste Abstraktion von der letzteren die 
Haupt-^ache bei der allgemeinen Untersuchung." 

.Übeihaupt repräsentiert jede beliebige Linie eine ein- 
fach, jede beliebige Fläche eine zweifach, der Raum eine drei- 
fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit." 

„Das Element, bei Anwendung auf Raumgröfsen der Punkt, 
ist jedesmal durch so viele Bestimmungen (Zahlengröfsen) 
definiert, wie die Vielfachbeit der Mannigfaltigkeit beträgt,"') 



') Meiner Ansaht nach daif dei Punkt mi-M schletlitweg als daa 
Element dei hanrngiSraea bezeichnet weiduu sondern die Eigenschaft 
ein Element zu eia kommt ihm nui in ginz bestimmtem feinne ^u — 
iiämhch wenn man die Gebilde des Raumes duich Bewegung erzeugt 
denkt Im öbrigen mufa acharf unterschieden werden zwischen den Ele 
menten der veischiedenea Gtbilde 'iowohl wie des Raumes selbst und 
dem Punkt Das Element der Linie ist ein Diflerential deruelben ibei 
tthon im Besitz aller wesentlichen Eigenschaften deiaelben ebenso lat 
daa Flieh enelement und Koipeielement in exaktei Weise zu deiiniren 
Das letztere ist iuglcith das Raamelement Dirch die Integration iwi 
chen den Grenzen unendlich — wenn es gestattet tat diesen Auadruc! 
dei Kuize halber zu gebiauchen — eihalten wii aua diesem Element 
den Raum selbst durch die Integration zwischen bestimmten Gienzen 
einen Körper Niemals aber ergiebt sich vis der Integration eine 
Fliehen odei Limenel erneutes etwas anderes ils eine fcWhe oder Linie 
geschweige denn vis dem Element , Punkt Man. vergleiche Kapitel III 
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„Unser Raum repräsentiert sieh nun als eine soäelie drei- 
faeb ausgedehnte Mannigfaltigkeit, welche in jedem Punkte 
dasselbe konstante Krümmungamars besitzt.-'} Dies ist 
der analytische Ausdruck für die Unabhängigkeit der Körper 
vom Orte." 

Bosanes geht noch auf den Unterschied zwischen üu- 
begrenztheit und Unendiichkcitj auf den Riomann zuerst hin- 
gewiesen, ein und zitiert dann auch Helmholtzs Arbeit. Die 
Schrift schliefst mit den Worten: 

„So mufste auch, damit das richtige Verständnis der 
Bau man schauung gewonnen werde, erst die Einführung und 
Untersuchung eines umfassenderen Begriffes vorangehen." 



Donadt, Das mathematische Raumproblem und die mathe- 
matischen Axiome. — Leipzig 1881. 

Der Raum kann von vier Gesichtspunkten aus betrachtet 
werden; es sind der logische, der mathematische, der psycho- 
logische und er kenntnis theo retische. 

„Zwar läfst sich nicht leugnen, dafs alle vier Probleme, 
welche die Raumvor Stellung anregt, in innigem Zusammen- 
hange mit einander stehen, so namentlich auf der einen Seite 
das logische und mathematische, auf der andern Seite das 
psye höllische und erkenntnistheoretiache Problem -illnin ihr 
qltt Utllth bt ) 
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Bei der Besprechung der gegen Euklid erhobeneü An- 
griffe heifst es: „Ist die geometrische Wisaenschaft die Einzel- 
wissenschaft vom Räume, ao müssen ihre Fundameute die 
wesentlichen Prädikate bestimmen, die den Inhalt unserer 
Raum vor Stellung bilden." 

„Die Grundsätze der Geometrie müssea die Grundeigen- 
schaften des Raumes aussagen, wie sie unserer ursprünglichen 
Vorstellung mitgegeben sind." 

Es wird nachgewiesen, dafs dies bei Euklid nicht der 
Fall, dafs er auf der einen Seite zuviel, auf der andern zu- 
wenig gebracht, z. B. die Aiisgedehutheit nach drei Dimensionen 
übergangen und später stillschweigend gebraucht habe. 

Donadt geht alsdann ausführlich auf die Bedeutung des 
11. Asioms ein, bespricht die Nicht-Euklidiache Geometrie 
und die Arbeiten von Riemann und Helmholtz, wobei er 
besonders die Untersuchungen von Helmholtz über die Kon- 
gruenzbedingungen unserer Geometrie, denen wir bei Bespre- 
chung des Begriffes Kongruenz unsere besondere Beachtung 
zu schenken haben, hervorhebt und auf das von uns auch 
zitierte Werk von Erdmann hinweist. 

Als wesentlich für die Untersuchung wird alsdann au- 
gegeben, dafs festgestellt werden müsse, ob der Raum ein 
Begriff sei. Nach der kritischen Prüfung der Ansichten Kants 
und verschiedener anderen, besonders Wundts,^) kommt Do- 
nadt zu dem Resultat: „Der Raum ist ein Begriff, weil er 
selbständiges Objekt des logischen Denkens sein kann", indem 
er hinzufügt: „Denn es ist ein Hauptmerkmal des logischen 
Denkens, dafs es begriffliches Denken ist."^ 

Den Unterschied zwischen dem logischen (mathematischen) 
und erkenntnistheoreti sehen (metaphysischen) Raum giebt Do- 
nadt in einem Zitat Baumanns aus dessen Werk, Die Lehren 
von Raum, Zeit und Mathematik in der neueren Phiolosophie: 
„Der Raum in mathematischer Hinsicht rein als Vorstellung 
Geistes gefafst stellt sich wenn er mit dem Raum 



') Vergl. Wundt, Logik und System der Phiiosopliie, 

*) Es sei nicht unerwähnt, dais dieee Betraohtucgen uns belebrci 

dafs das, was Kant mit reiner Anschauung bezeichnet, keine Anaohau 

ung-, sondern Begriff ist. 
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draiil'seii verglichen, bald als ein Wesen sui generis heraus; 
in ihm ist Allgemeines und Besonderes mit einem Schlage 
gegeben, wir entwerfen ihn zugleich im Bilde und finden ihn 
in uns selbst entworfen, wie durcheilen ihn und verfügen über 
ihn ohne Hindernis; ganz anders fiuden wir es bei dem Räume, 
der aufser uns sich uns empfindbar niiicht; der Schluf's von 
einem auf den andern ist so durch die Sache selbst verboten." 

Donadt setzt dann weiter auseinander, dafs unser Baum 
nicht unter den Begriff der jjfach ausgedehnten Mannigfaltig- 
keit als allgemeinen Gattungsbegriffes falle. Bemerkenswert 
ist hierbei folgende Stelle: 

„Man könnte aber zweitens einwenden, dafs der allgemeine 
Gattungsbegrifi^, dem der Raum subsumiert werden soll, über- 
haupt gar nicht aus der einen Raum an schauung entstanden 
ist, sondern vielmehr aus der Betrachtung der Flächen." 

Die bekannte Ausführung Helmholtz', die sich auf die 
Annahme zweidimensionaler Wesen stützt, wird sehr treffend 
folgend er mafseu berichtigt: 

„es wird nicht die Anschauung jener Wesen dargestellt, 
sondern die Anschauung, welche wir mit unserer Eaumvor- 
stellung von den geometrischen Eigenschaften jener Flächen 
haben, wenn wir dabei von den übrigen Merkmalen ab- 
strahieren." ^) 

„Von einem Verhältnis der Gattung zur Art kann dem- 
nach zwischen der w-dimensionalen Mannigfaltigkeit und dem 
Räume nicht die Rede sein: die «-fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit ist kein Gattungsbegiiff, sondern nur ein mathe- 
matischer Hilfabe griff." 

Da nach Wundt die Subsumtion das Wesen des Begriffs 
einengt, so giebt es Begriffe ohne Unterordnung unter einen 
Gattungsbegriff. 

„Und fürwahr folgt aus dem unanfechtbaren Beweise 
Kants, dafs die Raum ans chauung einzig in ihrer Art ist, 
dafs für den Raumbegriff ein Gattungsbegriff im eigentlichen 
Sinne gar nicht existiert und überhaupt nicht existieren kann." 

In der analytischen Behandlung des Krümmungsmafses 
') Mau Torgl. meine Ausführungen bei dem Zitat aus Helmholtz 
und Wuudt, Logik. 
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macht dann Donadt aufmerksam auf den Unterschied zwischen 
dem KrümmuDgsmaXs von Gaufs und dem von Uiemann, 
einen Unterschied, „den manche Geometer gar nicht zu kennen 
scheinen". Zugleich wird daa Krümmungsmafa als Einteilungs- 
prinzip für die K-fachen Mannigfaltigkeiten zurückgewiesen, 
Dieser Teil der vorliegenden Arbeit schliefst mit einer Prüfung 
der ßiemann-Helmholtzschen Arbeiten auf ihren mathe- 
matischen Wert, der sich eine Betrachtung anreiht über das 
11. Asiom. 

Das Facit der Untersuchungen ergiebt sich aus folgenden 
Sätzen: 

„Soll eine Definition des Raumes gegeben werden, so mufs 
dabei zunächst die logische Forderung erfüllt sein, dafs in 
diese Definition Nichts eingeführt wird, was uns erst durch 
den zu definierenden Begriff gegeben ist oder ihn voraussetzt. 
Bei einer Definition des Raumes „werden daher nur solche 
Begriffe benutzbar sein, die aufser für den Raum auch für 
andere von ihm unabhängige Fundamentalformen des Erken- 
nens erforderlich sind". (Wundt.) Es darf in der Definition 
keine ursprüngliche Raum an schauung übergangen werden, die 
später stillschweigend angenommen wird, und nichts in ihr 
aufgestellt werden, was keine Grundan schaumig des Raumes 
ausdrückt." 

„Der Kaum steht in Beziehung zu den BegrifPen: 
1) GrÖfse; 2) Richtung; 3) Stetigkeit; 4) Veränderung; 
5) Zahl (da diese zum Messen aller Gröfsen dient). 
Grassmanns Definition: 
„Der Raum ist ein System dritter Stufe." 
Wundts Definition: 

„Der Raum ist eine unendliche stetige Gröfse, in der 
jedes Element durch drei unabhängig von einander veränder- 
liche Richtungen bestimmt ist." 

Hierzu treten folgende Pundamentaldeflnitionen: 
„Das Element des Raumes heifst Punkt, "^) 
„Die Bestimmung des Punktes durch drei Richtungen 
heirat seine Lage." 

') Man vergleiche meine Ausfuhniiigen i.n clem Zitat von Rosiiues. 
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„Der Raum ist au allen Orten und natli allen Richtungen 
gleich beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Rich- 
tungen können gleiche Konstruktionen vollzogen werden," 

Sehr wichtig ist folgende Steile: „Thatsächlieh ist klar, 
dafa eine Definition des Raumes nicht möglich ist, ohne dafs 
man den Begriff der Geraden und des Punktes verwendet."') 

Sehliefslieh giebt Donadt folgende Definition des Raumes: 

„1) Der Raum ist eine unendliche stetige Gröfse, in der 
jedes Element durch drei unabhängig von einander veränder- 
liche Richtungen bestimmt wird. 

2) Im Räume lassen sich an allen Orten und nach allen 
Richtungen Konstruktionen vollziehen (Bedingungen für die 
Gleichheit zweier Konstruktionen). 

3) Zu jeder Richtung im Räume existiert eine entgegen- 
gesetzte Richtung von übereinstimmender La^e.^) 

Hierzu treten die folgenden Pundamentaldefinitionen: ad 1) 
Jedes Element des Raumes heifst Punkt;') die Bestimmung 
des Punktes durch die Richtungen heifst seine Lage. 

ad 2) und 3) Die Konstruktion, welche zwei entgegen- 
gesetzte Richtungen von übereinstimmender Lage zusanimen- 
fafst, heifst Gerade. Die Konstruktion, welche zwei verschie- 
dene Richtungen von übereinstimmender Lage zusammenfafat, 
heifst Winkel."*) 

Die vreiteren Ausführungen werden noch bei der Behand- 
lung des Begriffs Axiom Berücksichtigung linden. 

t^htd Bgffd Gadn ndrnd Bgtffd Ehtug 
F n t l 1 nl, n d Zw j alt b d Da 1 g ng R nm r 

da a b K p t □ Pnnkt — und n d E ni n ht 
Im P ntt 1 h 

) Wa» aoll dei Zusatz von ubeiem^timmendfi Lage i -liehe 'weitei 

°) D-iB Raumelement st vom Punkt s lir halt zu unters ch i' idpu ' 
BO st w en L en Flehen Ko ■perelemente alle identisch — '\ ergl 
/ tat a Rosanes 

) AuB l es bt !le g ht he vor dafa Donadt uiitei ubereinstim 
meud Lage ve stellt daf 1 e be len Et chtung n einen Punkt gemein 
am. haben resp von e n nd demBell □ Punkt ausgehen La wäre 
vohl klare gewesen statt n b c n t n n udoi Ligr' zu sagen mit 
1 Ausgang i nkt 
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.1. C. Becker, Abhandluugeu jiiis dem Grenzgebiete der 
Math, und Philosophie. — Zürich 1870.^) 

In der ersten derselben, betitelt: Kants und (iaussens 
Ansicht über die Natur des Raumes, stellt sich Becker voll- 
ständig auf Kants Standpunkt und weist Gaussens nad 
Trendelenburgs Einwürfe zurück. Die zweite: Die Axiome 
der Geometrie, beschäftigt sieh mit Riemanns Arbeit über 
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Dabei 
ergiebt sich als Konsequenz der in Abhandlung I aufgestellten 
Ansichten eine Zurückweisung der Riemaunschen Raum- 
lehre. Es heifst dann: 

„Diese Arbeit (Riemanns Abhandlung) erinnert sehr an 
eine jugendliche Verirrung Kants, nämlich an dessen Ver- 
such, die Thatsache zu erklären, dafs der Raum nur drei Di- 
mensionen habe. 'Warum der Raum nur drei Dimensionen 
habe' gehört ebenso wie die Frage, 'warum zwei gerade Li- 
nien sich nur in einem Punkte schneiden können', und die 
übrigen, welche Riemann sich stellen mufste, ehe er die 
Euklidischen Axiome für Hypothesen erklärte, und zwar 
für unbegreifliche, in das Gebiet derjenigen Prägen, von denen 
Kant sagt, dafs man, ehe man sie zu beantworten suche, sich 
zuerst fragen müsse, ob man sie vernünftiger Weise auch 
stellen dürfe .... — Und sicher hat ihn die erwähnte eigene 
jugendliche Verirrung zu der Aufserung geführt; 'Es ist schon 
ein grofser und nötiger Beweis der Klugheit und Einsicht, zu 
wissen, was man vernünftiger Weise fragen solle.'" 

„Sobald wir eine Vorstellung vom Räume haben, erkennen 
wir ihn sofort als einen von drei Dimensionen und mit einer 
Gewifsheit, die nur unmittelbare Anschauung geben kann. 
Hat die Präge, warum hat der Raum gerade drei Dimensionen? 
den Sinn: woher schöpfe ich dieses Urteil? d. h. was ist sein 
Erkeimtnisgrund? so lautet die Antwort: die Anschauung 
überzeugt mich davon. Will ich aber die Thatsache selbst 
ergründen, d. h. frage ich nach einem Realgrunde, aus dem 

') Die hierher gehörige Abhandlung 3 ausführlich besprochen von 
Sestus Empiricue in Hoffmanns Zeitschrift, Band ill. p. 465—473 (Ab- 
handlung 1 iu H, Z. m. p. 274—281; No. 2 in H. Z. III. p.380— Bä8; No. 4 
IQ H. Z. III p. 539 — 541). i'erner hoaprochen in Sühi, Z. XV". p, 93. 
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sich diese Eigenschaft liIs uotwoodige Konsequenz ergäbej so 
frage ich etwas Unvernünftiges." 

Becker kommt zu dem Schlufs, dafs Kiemaiin infolge 
falscher Fragestellung und unter Verkennung der a priori 
vorhandenen Erkenntnisse anf Abwege geraten sei, und stellt 
auch hier wieder die Ansicht Kants als die allein richtige hin. 
Die dritte Abhandlung handelt: „Über die Grundbegriffe der 
Geometrie und die Bewegung als Hilfsmittel bei geometrischen 
Untersuchungen." 

V. Porstner, Grundrifs etc. — Berlin 1826. 

„Die unendliche Ausdehnung, welche bleibt, wenn wir 
uns in der Vorstellung die ganze uns umgebende Körperweit 
als vernichtet denken, heifst Raum." 

„Der Raum ist eine stetige GrÖfse und hat nichts 
weiter als Ausdehnung." 

„Den Begriff vom Räume erhalten wir nicht erst durch 
die Erklärung der Geometrie vom Räume, sondern haben ilm 
bereits in uns; die Geometrie erklärt nur, was sie unter Raum 
verstanden wissen will. — Die Anzahl der Ausdehnungen im 
Räume, in Hinsicht ihrer verschiedenen Riehtungen, ist unend- 
lich; wir nehmen aber aus dieser unendlichen Menge von 
Ausdehnungen drei heraus, welche wir vorzugsweise bei den 
Körpern betrachten, die wir aber für jeden besonderen Körpur 
wieder durch Entlehnungen suchen müssen." 

Heimholte, über die Thatsachen, die der Geometrie 
zum Grunde liegen. — Göttinger Nachrichten 1868.^) 

') Vergl. Eiemann, Die Hypothesen etc. Göttinger Abhaadlungen 
J867. — Vergl. Helmholta, Pop. wiss. Vorlea. III. 2; „Über den Ur- 
gprung etc." p. 36: „Den anaSytischPu Weg hat auerat . . . B. Riemanii 
in Göttingea eingeschlagen (a vor Notiz) Dieser Weg hat den eigen 
tömlichen Vorzug dafa alle OjeutiODen die m ihm voikommen reme 
rechnende GröfsenheBtiinmnngen sind wobei die Gefahr ials sich ge 
wohnte An schau iiiigbthat>iachen als DeDkootwendigkeiten unters chieben 
könnten, ganz wegfällt 

Ferner Krauafl Kant und Helmholta über den Ursjiung und 
die Bedeutnng dtr RaumauEcl auuiig und der geometiiaohen Axiome 
bespr. in Schi. Z \XIV j 34 
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p. 194: „Die analytische Behandlung der Frage, wodurch 
sich der Kaum unterBcheide von anderen ab mefs baren, mehr- 
fach aasgedehnten und kontinuierlichen Grörsen, empfiehlt sich 
in diesem Falle gerade durch den Umstand, dafs sie der An- 
schaulichkeit ermangelt, und deshalb den auf diesem Gebiete 
so schwer zu vermeidenden Täuschungen durch die besondere 
Begrenztheit unserer Anschauungen nicht ausgesetzt ist." 

Die ferneren Ausführungen Helmholtzs werden bei Be- 
sprechung der Begriffe Kongruenz und Bewegung noch ganz 
besondere Berücksichtigung finden; es seien hier nur noch die 
Resultate angegeben: 

p, 197: „1. Der Raum von n Dimensionen ist eine w-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit." ^) 

p. 198: „II. Es wird die Existenz von beweglichen aber in 
sich festen Körpern,*} beziehlich Punktsystemen, vorausgesetzt." 

p. 200: „III. Es wird vollkommen freie Beweglichkeit der 
festen K&rper vorausgesetzt." 

p. 201: „IV. Endlich müssen wir dem Räume noch eine 
Eigenschaft beilegen, die der Monodromie der Funktionen 
einer komplexen Gröfse analog ist, und die sich darin aus- 
spricht, dafa zwei kongruente Körper auch noch kongruent 
sind, nachdem der eine eine Umdrehung um irgend eine Bo- 
tationsase erlitten hat." 

p. 219: „Wenn unsere Annahmen I bis TV erfällt sind, 
so ist das allgemeinste System der Geometrie das, was sich 
nach den Regeln unserer gewöhnlichen analytischen Geometrie 
ergeben würde, wenn man diese anwendete auf ein kugelähn- 
liches Gebilde von drei Dimensionen, dessen Gleichung in vier 
rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Z, S ausgedrückt wäre: 
X' + Y^ + 2^ + {S -f nf = E\ 

Hierin können X, Y, Z nicht unendlich werden, wenn 
nicht Ü ^ oo . Letzterer spezieller Fall entspricht unserer 
wirklichen Geometrie gemäfs den Axiomen des Euklides. Es 
können X, Y, Z dann endliche Werte nur haben, wenn S ^ 0, 

') Oder eiue Mannigfaitigkeifc von w DimHnaionea. Beide Ausdrücke 
rühren von Eiemana her. 

'') Wir haben jetat dafür den Äuadruek „starre Körper". 
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was die Gleichung eines ebenen Gebildes ist. In diesem Sinne 
müssen wir den Raum des Euklides den Bäumen von ersterer 
Anzahl der Dimensionen gegenüber, mit Rieniünn als ebenen 
Raum bezeichnen." 

p. 221: „V, Der Raum hat drei Dimensionen." ') 
p. 221: „VI. Der Raum ist unendlich ausgedehnt." 
„Diese sechs Postulate geben die genügende Grundlage 
zur Entwicklung der Raumlehre ah." 



Schmitz-Dumont, Die mathematischen Elemente der 
Erkenntnistheorie. — Berlin 1878.^) 

„Die Einsicht in die Fehler des Herbart'sehen Versuchs 
verbunden mit dem Bestreben, eine philosophische Grundlage 
für mehrere fremd nebeneinanderstehende StammbegrifFe der 
mathematischen Wissenschaften zu finden, führten Riemann 
zu den Untersuchungen, welche zu einer algebraischen Raum- 
theorie sich entwickelten; einem Schema, innerhalb dessen 
unser Weltraum eine Stelle finden sollte." 

„Es wird sich zeigen, dafs in diesen (Riemanns) meta- 
mathematischen Raumtheorieen Herbarta logische Erschlei- 
chung mit analytischen Zeichen wiederholt wurde; daXs hier- 
durch aber bei dem unbeschränkten analytischen Schematismus 
ein w-facher Raum entstehen mufste, während Herbart bei 
dem dreifachen stehen blieb, weil er nur Begriffe verwandte, 
die logisch waren, obschon deren Richtigkeit aus Herbarts 
Deduktion nicht zu folgern ist. Jener w-fache Raum wurde 
nicht als eine Erschleichung erkannt, weil man über die lo- 
gische Natur der analytischen Symbolik im Unklaren war, 
und sie nur empirisch je nach den vorliegenden Bedürfnissen 
handhabte," 

Verfasser kommt dann auf die Paugeometrie zu sprechen, 
die er als verfehlt nachweist, weil die inhaltsschwere Vorfrage 



') NB. etwas abgeändert. 

') Man vergleiche zu den folgouden Ausführungen die Zitate aus 
J. C. Becter, Abhaudlungen aus dem Grenzgebiete von Mathematik 
und Philosophie. Femer: Schmitz-Dumont, Die Bedeutung der Pau- 
geometrie; besprochen in Schi, Z. XXIII. p. 84. 
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nicht beachtet worden sei, ob die Formeln in jeder Hinsicht 
eindeutig bheben, 

„Sei eine Prämisse noch so phantastisch oder gar in sich 
widerspruchsvoll, sobald sie zum elementaren Bausteine ge- 
stempelt wird, kann man in logischem Fortschritte aus der- 
gleichen Elementen Gebilde zusammenfügen; aber diese Ge- 
bilde vertragen ebensowenig eine logische Deutung wie die 
Elementarprämisse." ') 

„Riei'ianii unternahm es die Phantasiegebilde der Pan- 
geometrie mit den anschaulichen Gebilden der gemeinen Geo- 
metrie in logischen Konnex zu bringen, oder wenigstens die 
Möglichkeit ihrer anschaulichen Konstruktion glaubhaft zu 
machen." 

„Was Riemann nun thatsachlich fertig brachte, odi 
andere in seinem Sinne, war die anschauliche Konstruktion dei 
Verbindungsart verschiedener pangeometrischen Gebilde, abei 
nicht die Gebilde selbst." 

„Die Vorstellung ist allerdings aufgefordert, sieh dies, 
nämlich ein Übergehen in völlig verschiedenen Arten der 
Bestimmungs weise einer Ausdehnung, durch übergehen des' 
Punktes zur Linie, Fläche, Körper annehmbar erscheinen zu 
lassen; aber beim Körper sagt die Vorstellung plötzlich halt." 

„Wird die Verbindung der Begriffe GrÖfse und Richtung 
geleugnet, die Abstraktion erlaubt ganz davon abzusehen, nun 
dann entstehen Formeln, welche in der Arithmetik ihre ein- 
deutige Geltung besitzen, aber angewendet auf ein Nebenein- 
ander sinnlos sind; und diese Sinnlosigkeit wird nicht ver- 
nünftig dadurch, dafs man sie mit dem Worte 'w-fache Mannig- 
faltigkeit' bezeichnet." 

„Statt dessen wurde die kühne Hypothese gesetzt: jene 
analytischen Formeln dürften auf den Begriff eines Raumes 
überhaupt gedeutet werden." 

„Je dunkler der Begriff einer «-fachen Mannigfaltigkeit 
war, desto vielversprechender erschien er der Spekulation. . ." 

Es wird dann auseinander gesetzt, welche Gründe es er- 

') Ea wird also der Nicht-Euklidischen Geometrie nicht nur die An- 
schaulichkeit resp. die Vorstellbarkeit abgeaprochen, sondern sogar jede 
Möglichkeit einer logischen Deutung. 



y Google 



— 159 — 

niiig lichten, den irrigen Satz aufzustellen, „ilal's der Raum iler 
Geometrie ebenso wie derjenige der Physik und Astronomie 
zunächst eine Vorstellung sei vou demselben Bewufstseins- 
gehalt wie jede beliebige andere Vorstellung", und hauptsäeh- 
lich angeführt der Maugel an richtigen Definitionen für Vor- 
stellung, Anschauung und Begriff und auch für Dimension. 

Mit diesen Zitaten möge die Besprechung der Eaum- 
begriffe resp. der Eigenschaften des Raumes ihren Äbschlufs 
finden. Naturgemäfs liefs sich die Betrachtung des Raumes 
von derjenigen der Körper etc. nicht immer hinreichend tren- 
nen, und so werden wir im IIL Kapitel, das von den räum- 
lichen Gebilden handelt, noch wiederholt auf das ßaumproblem 
zurückgreifen müssen. Entgegen der ursprünglichen Absicht 
sind auch eine Reihe von Zitaten hinzugekommen, die den 
modernen Ansichten über das ßaumproblem Ausdruck ver- 
leihen.^) Es schien mir aber der Vollständigkeit halber not- 
wendig, wenigstens einigermafsen dem etwaigen Verlangen des 
Lesers entgegenzukommen, das "Wichtigste über diese Arbeiten 
kennen zu lernen, ohne die Original arbeiten selbst studieren 
zu müssen. Vielleicht wird auch der eine oder andere Leser 
durch die mitgeteilten Proben sich veraniafst fühlen, diesen 
Fragen nachzugehen; freilich wird der, welcher sich eingehen- 
der mit den angeregten J'ragen beschäftigen will, sich höch- 
stens durch den Litte raturnach weis befriedigt fühlen: doch er- 
laube ich mir, auch hier noch einmal ausdrücklich auf das 
IIL Kapitel zn verweisen, das über manche wesentliche Punkte 
sich ausführlicher verbreitet. 



FuDcke, Grundlagen der Raumwissenachaft, Haöcover 1875, bespr. in 

e. Z. IX. p. 23—28 (280/83; 363/66; 430/31). 
Beltrami, Nictt-Enklidwclie Geometrie, 1888 {Giornale di Matematiche), 

bespr. in H. Z. 11. p. 130-132. 

') Es liegt ja in der That dem eigeiitlitlien Zwecke des vorliegen- 
den Werkes ziemlich fern, auf das Kaumproblem intensiver einzugehen. 
Man vergleiche übrigens noch H. Z. VII. p. 250—263 den Bericht Hoff- 
maaas über Hoppes Vortrag: „Über den Raumbegriff" und H. Z. Vlli: 
p. 406—410, 
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Fresenius, Die Raumletre, eine Grammatik der Natui, Fi'aakfurt a/M, 

1875, bespr. ia H. Z. VIL p. 64—67. 
Frischauf, Elemente der absoluten Geometrie, Leipzig 1876, bespr. in 

H, Z. VII. p. 464-473, in Scbläm. Ztechr. XVIII p. 69. 
Gillea, Bedeokliclie Richtungen ia der Mathematik, in H. Z. XI. p. 5—24 

(274—281; 435/361. 
Emsmann, Zum vieiaxigen Eoordinatensynteme, in H. Z. XI. p. 263--261 

(XII p 401 
ScHegel Dei i leidimensiOBale Baum, ia H. Z. XIV. p. 87—89. 
Killing, Die nicht eutlidisclien Eaumformen in analytisclier Behandlung. 

Leipzig 1886, bespi in H. Z. XVn. p. 309—211. 
Beez, Zur Iheone des Krümm ungsmafBes von Mannigfaltigkeiten höherer 

Ordnung. Schlöm. Ztschr. XX. p. 423; XXI p. 373. 
Beez, Über das Riemann'ache Krümm ungsmafs höherer Mannig faJtigkeiteü, 

Schlöin. Ztschr. XXIV. p. 1, 65. 
Beez, Über conformo Abbildung von Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung, 

Schlöm. Ztschr. XX. a53. 
Becker, J. C, Über die neuesten Untersuchungen in Betreff unserer An- 
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Becker J, C, Die Crrnudlagen der (jeoinetrie, behlom. Ztschr. XS. p. 445. 
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II. Kapitel. 
Die Geometrie. 

Naclidoni so der Raum, das Gebiet (Feld, Sphäre) der 
Geometrie, festgelegt ist, möge nun eine Vergieichung der An- 
sicliten erfolgen über den Begriff der Geometrie selbst, an die 
sieh eine Besprechung der geometrischen Rauragebilde, des 
Gegenstandes der Geometrie, anschliefsen wird. 

Es soll gleich an dieser Stelle auf die Verschiedenheit der 
Herleityng der räumlichen Gebilde liingewiesen werden und 
eine Entscheidung darüber getroffen werden, welcher Weg 
vorzuziehen sei, vom Körper über Fläche, Linie zum Punkt oder 
amgekehrt.^) Verfasser schickt voraus, dafs er durchaus für 
den ersteren Weg eintritt.^) Es scheint sich hier eine histo- 
ii=iche Folge geltend zu machen während wii in früheren 
Zeiten die Lehrbucher der Geometrie ihifn Ausgang vom 
Punkt nehmen sehen, diesem abstraktesten Raunigebilde, findet 
man m den Lehrbuchern der letzten Jahrzehnte mit wenigen, 
vei schwindenden Ausnahmen den uatuigemafseien Weg em- 

'' Veigl au dem FoV'eiitlen Barth olomäi a a p 1, 
,Die Anfinge ()ei Mithematik köoBt-n auf meliificlie Wei^e gffaW 
■WPiden Erstens nAmh'-h kton man untersuchen, wie die Mathematik 
narh uuJ nich entstuid, .ui« wekhea eisten Setzen iie 6ich entwiLkelte, 
Uiitei welchen Beihngnngeii äieae gefunden wurden Zweitens kaun man 
fragen, wie die Mathematik anfange und anfangen müsse, dafem sie 
Bchnell, sicher und dem Wesen der Wiasenschaft gerndJa geleint werden 
soll Drittens k-inn man eich in den reinen Gedanken veisetECn und 
untei suchen, wie die Mathematik dem Begriffe nach anfangen mfis^ie 
Wii bekommen also dreierlei Anfd,nge den historische», den ii"idago„'i- 
fichen und den philoiophisehen — Wer den einen ancht, kann die 
anderen nicht igiioneren, und die philosophische BetiaLhtung yumal 
mischt sieh nbeiall von eelLst ein " 

') Was den TJntenioht betiifft, itnVeilanfe der geklärten An ffaasnng 
kann dann danehen auch der zweite Weg eingeschlagen weiden und 
wild gewjrs nickt ohne Erfolg am Hebung des Veiständnisses heiange 
70g(n Nur i?t zu bedenken, dafs wir bei der zweiten Betrachtungsweise 
Liii nicchaniaches Prinzip, disjeuige dei Bewegung (^ergl weiter unten 
den Abschnitt über ,,Bewegung"), in die lein geometiisokpn Betrach 
tnngen einmischen — Veigl Kapitel III 
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gesclilageii, vielleicht eine Folge der Bestrebungen, die Raum- 
lehre in der Volkssclmle einzuführen resp. eine Folge rlea 
propädeutischen Unterrichts auf den höheren Schulen.') Es 
ist einleuchtend, dafs die FlUche ursprünglich nur als Grenze 
des Körpers, die Linie als Grenze der Fläche, der Punkt als 
Grenze der Linie aufgefafst worden ist und dafs erst im Laufe 
der Entwicklung des geometrischen Denkens die Gebilde Fläche, 
Linie, Punkt als selbständige Elemente oder ßaumgebilde an- 
gesehen wurden. Es ist schon ein höherer Standpunkt, ein 
Ergebnis geometrischer Bildung, dafs wir diese Elemente los- 
gelöst vom geometiüachen Körper an und für sich betrachten. 
Es wird sich aus den weiter unten anzuführenden Zitaten er- 
geben, dafs die Überzeugung von der Ursprünglichkeit der 
Vorstellungen von Flächen, Linien, Punkten als Grenzen sich 
immer mehr Anhalter erworben und dafs dieselbe wohl jetzt 
als allgemein gültig bezeichnet werden darf. Es scheint auch 
kein Grund etwa methodischen Charakters vorzuliegen, vom 
naturgemäfsen Wege abzuweichen, da, wie schon erwähnt, der 
Punkt das abstrakteste RaumgebÜde ist und sicher für den 
Schüler das schwierigste; ich glaube kaum, dafs ein eben in 
die Geometrie eintretender Kopf eine wirklich sichere Vor- 
stellung des mathematischen Punktes haben wird, gerade hier- 
bei wird immer an Stelle des abstrakten Begriffs ein physi- 
sches Substr'vt tieten °) 

') 'N leileiciit a1]Pr aicli ciae 1 I^b le ^l lo jihisclioii Veitiofiing 
der GmiidbegnlTe 

") Vergl H Z I p 2S'' J Kobei dbPi die Defmitiovi der geomc- 
tii^cben Giundbegnfle Odei man geVit umgekehrt vom Punkte ans (dpr 
iirht (lefinieit wiid) 

Ef leiateht eich dafa der Schmer gpnamt werden mafs, den l'nnkf 
mit kleinen Eaum odei Flächenteilen u a w 7n veLwecbaeln, sowie den 
kaom als notwendig eifflUt zu betiacliten 

lemer H Z II p 43 Cnla Zu dem Auf atze von 3. Kobcr: „Ea 
kommt mir vor Allem dai-ii f an zu I it i u 1 ifs lie Geometrie nichts 
anieiei ist als eine bestimmte Art ind Wei e, die Dinge der 
Natur zu betrachten." 

„ . . . . Die Betrachtung der Gegenstände in Beziehung auf ihre 
GrOfee, ihre Gestalt hat sieh zu der Wissenachaft ausgebildet, welche 
Geometrie beifsfc und die ich demnach »la einen Zweig der Natur- 
wissenschaft ansehe." 
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Bi'i (lr;]i Zit.iiteii über den Hegriff iler Gloometrie sollen 
nur die von der f^ewiÜniliclien Form .ibweicli enden gegeben 
werden.') 

J. K, Becker, Elemente der Geometrie auf neuer fJraud- 
lage. — Berlin 1877. 

Die Aufgabe der Geometrie bestellt in der Besebreibuiig 
und Vergleichung der möglichen räumlichen Vorstellungen 
und der ErldäruDg ihrer Eigenschaften auf Grundlage der uns 
unmittelbar bekannten Eigenschaft-en des llaumcs selbst und 
der dai-aus folgenden Gestaltungsgeaetze. 



J. K. Becker, Lehrbuch der Elemente der Geometrie. — 
Berlin 1877. 

Die Geometrie lehrt uns die Dinge nach ihren räum- 
lichen Eigenschaften unter einander vergleichen. Dazu 
gehören die Eigenschaften der Form oder Gestalt, der Grölse 
und der Lage.^) 

Brewer, Lehrbuch der Geometrie. — 1822. 
Die Geometrie ist die Wissenschaft Ton der Ausmessung 
des Raumes. 

Ebensperger, Leitfaden der Geometrie. — Nürnberg 1850. 

Die Wissenschaft, welche sich mit den Begriffen, der Dar- 
stellung und Vergleichung der stetigen Gröfaen (d. h. Linien, 
Winkel, Flächen und Körper) beschäftigt und die Wahrheit 

') Hiet ■wird als gewülinliche Defltiifion vorausgesetKt; Die Geometrie 
ist, die Lehre von den Raiimgiüfsen. — Wie icb über diesen Auadrnek 
denke, habe ioli am Anfang des eräten Eapitels ausgeführt; übrigens 
verweise ich auf die voa mir dort gegebene Antwort auf die Frage, was 
ist Geometrie. 

^ Es wird sieh empfehlen im Unterricht auf den Unterschied von 
Gräfse und Gestalt näher einzugehen, and ganz besonders au betonen, 
dafs diese beiden räumlichen Eigenschaften vollständig anabhängig von 
einander sind. Aach ergiebt sich ungezwungen an dieser Stelle eclion 
ein Hinweis auf Gleichheit und Ähnlidilieit. 
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der gefundenen Siitze durch sicliere und überzeugende Selilüsse 
beweiset, lieifst Geometrie. 



F. FiscHer, Anfangsgründe der Matliematik. — Leipzig 
1887. 

Es ist die Aufgabe der Geometrie, die Eigenschaften der 
Figuren zn ermitteln, welche sich aus ihren Gröfsenbeziehungeu 
ergeben, vor allem aber ihre Gröfse zu bestimmen, oder sie 
zu messen. — (Die Figur wird definiert als die bildliche Dar- 
stellung irgend eines Gebildes, das aus den bekannten Ttanm- 
gröfsen zusammengesetzt ist oder selbst ein solches ist.) 

Gilles, Lohrb. der ebenen Geometne. — Heidelberg 18S7. 

Die Geometrie ist die Lehre von der RaumgrÖfse, welche 
durch stetige Bewegung in der reinen Anschauung entsteht, 
indem man mit geschlossenen Augen, überhaupt unabhängig 
von der Aufsenwelt die Raumgebilde konstruieren kann. 



Legendre, Die Elemente der Geometrie (ed. Grelle). — 
Berlin 1844. 

Die Geoinetrio ist eine Wissenschaft, welche das Mafs der 
Ausdelniung i^um^ Gegenstande hat. 



Job. Müller, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Bremen 1870. 

Die Aufgabe der Geometrie ist die wissenschaftliche 
Betrachtung der Raumgebilde. 



Schindler, Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

Wissenschaft heifst das Wissen der Beziehungen zwi- 
schen den gleichartigen Grörsen. Diese Beziehungen sind am 
einfachsten bestimmbar, wenn sämtliche Verschiedenheiten 
durch eine gemeinsame Einheit bestimmt werden können. 
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Cieoiiietric hdfst tue ClniiKl-Wisacnschaft von den i 
biireii ausgedehnten oder Raumgrofaeu, 



öeegcr, Elemente der Geometrie. — Wismar 1887. 

Alles Arbeiten auf dem Gebiete der Geometrie verfolgt 
einen der beiden nachstehenden Zwecke: 

Entweder untersucht man, wenn gewisse Beziehungen 
zwischen den Bestandteilen eines geometrischen Gebildes ge- 
geben sind, welche anderen Beziehungen — als unzertrennlich 
mit jenen verknüpft — dann ebenfalls stattfinden müssen, und 
sammelt die Resultate dieser Untersuchung in einzelnen geo- 
metrischen Sätzen (Lehrsätzen, Theoremen). 

Oder man stellt sich die Aufgabe, ein einfacheres oder 
komplizierteres — in vielen Fällen sich auf einen einzelnen 
Punkt oder eine einzelne Gerade reduzierendes — geometrisches 
Gebilde zu konstruieren, das zu einem geg. Gebilde in geg, 
Beziehungen steht, oder dessen Bestandteile in geg. Beziehungen 
zu (einander stehen. 

Thibaut, Grundrils der reinen Mathemütik. — Gottiiigen 
18:^2. 

Die Geometrie ist die Wissenschaft der K.oJiMtruk Lion 
im Kaum; sie stellt die Itegehi dar, nach denen bestimmte 
Gestalten in ihm erzeugt werden, imd leitet daraus die Gesetze, 
Eigenschaft-en und gegenseitigen Beziehungen derselben ab. 

Ziegler, Griindi-ifs der ebenen Geometrie. — Liunlshiit 
1881. 

Die Geometrie lehrt die Ahhüngigkcit räum lieber Ei^'cii- 
SChafton, 

Ulricb, Loliibuuh der reinen Mathematik. — Göttiiigen 
1836. 

Die Geometrie .... beschränkt sich auf die Nachweiamig 
der Gesetze und Bedingungen, an welche die Konstruktionen 
im Räume gebunden sind, und aiif die Darstellung und Ver- 
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gleichuug der Eigenschaften, die au den räumlichen Ge< 
ständen als solchen wahrgenommen werden. 



Klügel. 

Geometrie ist die Wissenschaft von den Formen ausge- 
dehnter GrÖfsen. Sie unterscheidet sieh von der Anaiysis da- 
durch, dafs sie eigentlich nicht rechnet, die GrÖfsen nicht 
auf eine Einheit, weder eine bestimmte noch unbestimmte be- 
zieht, sondern die Vergleichungen teils durch Zerlegungen und 
Zusammensetzungen macht, teils die GrÖfsen paai'weise, nach 
ihren Verhältnissen vergleicht. Die Geometrie nimmt die 
Bilder der intellektuellen GrÖfsen selbst zu Symbolen .... 



Lambert, Organon, I. B. S. 502, (Entnommen aus 
Pfleiderer.) 

„Den Begriff der Ausdehnung haben wir unmittelbar durchs 
Gefühl, mittelbar auch durchs Sehen. — Die Wissenschaft der 
GrÖfsc der Ausdehnung ist die Geometrie." 



Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

„Die Form, die Gestalt, der mathematische Körper, der 
Itaum, welchen der physische Körper einnimmt, ist day aus 
der äufseren Wahrnehmung durch Abstraktion Erhaltene, Ge- 
gebene, Mögliche, Denkbare und der Gegenstand geometrischer 
Untersuchung." 

„Die Geometrie zerfällt notwendig in die drei Teile: 

die Lehre von den Linien, 

die Lehre von den Flächen, 

die Lehre von den Körpern, 

Ein jeder dieser Teile besteht in der Untersuchung über 
die Natur und Beschaffenheit des Bildungsgesetzes der ent- 
sprechenden ßaumgrbfsen und über die Relationen, die aus 
Verbindungen derselben hervorgehen. Bei der Verbindung 
von Raumgebilden hat man nicht blofs auf ihre Gröfse, son- 
dern auch auf ihre Lagen und Richtungen zu sehen," 
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Bartiiolomäi, Geradliaige Planimetrie. — Jena 1851. 

„Die Geometrie hat die Gesetze zu entwickeln, weichen 
die örÖfsen als riiumliche unterworfen sind. Der allgemeine 
Teil der Geometrie hat die verschiedenen Arten der Rauin- 
formen nachaiiweisen. Es sind deren vier: Körper, Fläche, 
Linie, Punkt." 

„Die Geometrie zerfällt in ihren ein'/.ehien Teilen in Ele- 
mentarlehre und Eeziehungslelire. Jene hat die Gegenstände 
an und für sich zu betrachten, diese die Gegenstände verschie- 
dener Klassen aufeinander zo bezichen." 



Heimholtz, Popuh-wissenseh. Vorträge. III. p. 21. Über 
den Ursprung niid die Bedeutung der geometr. Axiome. 

p. 25: „Die Geometrie ist die mathematische Lehre vom 
Räume." 

Bretsehneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. — 
Jena 1844. 

„An jedem durch die Sinne wahrnehmbaren Gegenstaude 
unterscheidet man zweierlei: nämlich den f'toff, aus dem er 
besteht, und den Raum, den er einnimmt; crsterer wird die 
Materie, letzterer die Form genannt. Denkt mau sich von 
einem Gegenstande die Materie mit allen ihren Eigenschaften 
gänzlich hinweg, so bleibt für die Vorstellung nichts mehr 
als die Form desselben übrig. Die Wissenschaft nun, welche 
sich mit der Untersuchung der Eigenschaften und der gegen- 
seitigen Abhängigkeit der verschiedenen Formen beschäftigt, 
heifst Geometrie," 

„Um nun die Eigenschaften und die wechselseitige Ab- 
hängigkeit der verschiedenen Gattungen geometrischer GrÖfseu 
zu erforschen, ist es vor allem nötig, die Art und Weise 
kennen zu lernen, auf welche sie im Räume untereinander 
verbunden sein, oder mit andern Worten die Lage zu unter- 
suchen, welche sie gegeneinander einnehmen können." 

(Geometrie der Lage „es liegt in der Natur ihrer Auf- 
gabe, dafs sie die geometrischen Gröfsen vornehmlich als gar 
nicht oder wenigstens als unvollständig begrenzt betrachtet.") 
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„Das zweite Hauptgeschäft der Geometrie bestellt in der 
Vergleichung ihrer Gröfsea untereiiiauder," „Die Vergieiehnug 
selbst aber mufs der Natur der Sache nach notwendig auf 
einen doppelten Gegenstand gerichtet werden, nämlich auf die 
Gestalt und auf die Quantität oder den räumlichen Ge- 
halt der geometrischen Gröfsen." (Geometrie der Gestalt, 
Oeometi'ie des MaTses.) 

„Das dritte Hauptgeschäft der Geometrie besteht in der 
Ermittlung der gegenseitigen Abhängigkeit der einzelnen 
geometrischen Gebilde, d. h. in der Aufsuchung der Grund- 
gesetze, nach denen alle die mannigfachen Erscheinungen der 
Raumwelt untereinander verbunden sind und sieh organisch 
auseinander entwickeln. Diese Grundgesetze umfassen aber 
nicht allein die Lage, sondern auch die Gestalt und die Quan- 
tität der geometrischen Gröfsen; ihre Aufsuchung und spezielle 
Anwendung bildet daher fih- die oben erwähnten drei Haupt- 
teile der Geometrie den gemeinsamen Verein igungspunkt und 
gewisse rmafsen die Krone der ganzen Wissenschaft." (Orga- 
nische Geometrie.) 

CreDe, Über Paraliu Ion-Theorien und das System in der 
Geometrie, — Berlin 1816. 

p. 18: „Üie Geometrie ist die Wissenschaft der Gröi'seu 
im Räume, die durch ihre Grenzen bestimmt werden." 

p. 30; „Der Gegenstand der Geometrie ist also der Kaum." 

p. 31: „Der Raum kann begrenzt oder ganz oder zum 
Teil unbegrenzt sein. Nur durch seine Grenzen ist ein Raum 
von dem andern verschieden uud zwischen denselben Grenzen 
liegt nur ein und derselbe Raum. Deshalb hat die Geometrie 
insbesondere die Grenzen der RiUiiiie zum Gegenstande." 



Schraitz-Dumont, Die math. Eiern, der Erkenntnis . ., 
„Die Geometrie operiert mit den Begriffen des Neben- 
einander, d. h. mit den beiden heterogenen Begriffen Ent- 
fernung und Richtung. Entfernung oder Gröfse ist allge- 
mein durch die arithmetischen Zeichen symbolisierbar; die 
Richtung aber nur unter bestimmten Bedingungen." 
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Crelle, Lehrbuch der Elemente der Geometrie etc. — 
Berliji 182G. 

p. 1. „Diu Geometrie ist die Wisseuschaft von der Grölso 
uiid Gestalt begrenzter ELiume," 

Nachdem sodann die Gebilde des Raumes betrachtet sind, 
heifst es: 

p. 3. „Das Verfahren, durch welches man die Gröfse und 
Geatalt der Figuren vergleicht, das heifst, durch welches 
man, vermittelst Figuren, von deren Gröfse und Gestalt man 
ursprüngliche Vorstellungen hat, von beliebigen Figuren klare 
Vorstellungen ausdrückt, heifst Messen. Dieses Messen ist 
der Gegenstand der Geometrie. Deshalb heifst sie auch 
Mefskunst," 

Grelle teilt die Geometrie an späterer Stelle in zwei Haupt- 
und verschiedene Unterabteilungen ein. Die erste Hauptabtei- 
hiQg ist der Lehre von den geraden Linien und den Ebenen 
gewidmet (sowohl Figuren, wie Körper werden betrachtet), die 
zweite Hauptabteilung den krummen Flächen und Linien. 

Feiikner, Lehrbuch der Geometrie. — Braunschweig 1888. 

p, 1. „Die Geometrie ist die Lehre von den llaum- 
gröfsen." 

p. 4. „Die Geometrie beschäftigt sich nicht nur, wie oben 
angegeben, mit den unter Kaumgröfsen bestehenden Bezieh- 
ungen, sondern auch mit der Zusammenstellung gegebener 
Raumgröfsen zu einer vorgeschriebeneu Form, d. h. mit 
Konstruktionen." 

Francoeur, Vollst. Lehrkura der reinen Miithematik. 
Übersetzt von Külp. — Bern, Chur u, Leipzig 1843. 

Ersten Bandes drittes Buch: Elementar- Geometrie. 

p. 3. „Die Geometrie ist die Wissenschaft, welche sich 
zur Aufgabe macht, die Ausdehnung zu messen, und die Formen 
und Eigenschaften derselben näher zu betrachten." 

v. Forstaer, Grmidrifs der Elemente d. r, Math, — Berlin 
1826. 
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„Eine stetig ausgedehnte oder koatinuiei'liche 
Gröl'se ist eine solche Grütsej deren Teile ao zusammen- 
hängen, dafs dec Anfang des einen Teiles zugleich das Ende 
des andern Teiles ist. 

Die Geometrie ist derjenige Teil der reinen Mathematik, 
welcher sich mit den stetig ausgedehnten Gröfsen beschäftigt." 



Frankenbach, Lehrb, d. Miitli, 1. - Liegnitz 1.880. 
„Die Geometrie beschäftigt sich mit der Darötellung und 
Betrachtung räum Sicher Gebilde." 



Griinert, Lelirb. d. Math. H. — Brandenburg 1870. 
„Die Geometrie, im weitesten Sinne des Wortes, ist die 
Wissenschaft vom Eaume." 

Man ersieht aus den mitgeteilten Zitaten, dafs di e Eie- 
rn entar-Geometrie im wesentlichen als Geometrie des Mafaes 
aufgefafst wird. Nur Arneth in seinemBysterae der Ueo- 
raetrie und Bretschneider in seinem Lehrgebäude der nie- 
deren Geometrie gehen auch auf die Geometrie der Lage ein. 
Besonders die Ausführungen des letzteren erscheinen durch 
ihre Ausföhrlichkeit und die Zusammenfassung der beiden 
Zweige der Geometrie in der „organischen Geometrie" von 
besonderem Werte. Im Vergleich mit den übrigen Zitaten ist 
ferner von origineller Bedeutung dasjenige von Schmitz- 
Dumont. Dadurch, dafs hier die Begriffe festgestellt werden, 
mit denen die Geometrie bei der Betrachtung ihrer Objekte 
operiert, wird auf das Natürlichste die Einteilung gewonnen. 
Operieren wir mit dem Begriff der Entfernung allein, so han- 
delt es sich um Geometrie des Mafses, operieren wir mit dem- 
jenigen der Richtung allein, so haben wir Geometrie der Lage. 
Werden die Beziehungen zwischen beiden aufgesucht, so ent- 
wickelt sieh die organische Geometrie. 
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IIL Kapitel. 

Die Haumgebilde. 

(Körper, Fläche, Linie, PHiikt.) 

Während das Gebiet der Geometrie der Raum selbst als 
solcher ist, so haben wir jetzt kennen gelernt, dals der Gegen- 
stand der Geometrie die Raumgröfsen sind, wobei das Wort 
Gröfsen in rein mathematischem Sinne zn nehmen ist, d. h. 
ohne den labegrifP der Ausdehnung. Es ist deshalb auch 
immer mehr ein anderer Ausdruck aufgekommen, durch den 
eine falsche Vorstellung oder eiue Verbindung falscher Eigen- 
schaften mit dem Begriff glücklich vermieden wird. Es ist 
an Stelle des Ausdrucks Eaumgröfseu der Ausdruck Raum- 
gebilde oder räumliches Gebilde getreten.^) 

Die räumlichen Gebilde sind nun folgende: Korper, Fläche, 
Linie, Punkt. ^) Die Anordnung in dieser Weise ist als die 
einzig berechtigte oben nachgewiesen. ') Die verschiedenen 
Ansichten und Erklärungen werden dazu dienen, die Erkenntnis 
des Gegenstandes der Geometrie klar zu legen.*) Von zwei 

') Man vergleiche meine Ausfuhrangen am Anfang des ersten Kapitels. 

') Man vergl. hierzu: Donadt, Das mathemaiäsche Eaumproblem 
etc. p. 32: „Schon Humc eiklVt in seiuei A\;liLindlung übei ilie 
menschliche Natur, dafs -wu uns Linien nicht anders vorttelien ah m 
Flächen und diese nur in Kuipcin und diese wiedei nur im Haume, inr 
abstrahieren nur von einer resp zwei Abmebsungen 

Wir sind durchaus nicht im Stande, -wie Erdmann meint, den 
Raum zu Körpern, Fiäehen, Linien zu veiengen, wir kdönen höchstens 
Flächen nnd Linien als Veiengungen von Koipern ttuffa^sen, denn wu 
können uus Flächen und Linien nui aU brenzen yon Kurpem, d h an 
Raumgebildea vorstellen ." 

^) Kapitel 1. — Man vergleiche Hoffmann, Die Prinzipien dos 
1. Buches von Euklids Elementen in H Z III , p. 141: „Er (Euklid) 
(ällt so an sagen mit der Thflre ins Haus, fftngt gerade mit dem Schwie- 
rigsten, mit dem Punkte an, wählend uns doch die gesamte Natur 
darauf hinweist, die Eaumwissenscliaft mit dem Körper eu heginnen," 

*) Die ansführlioke Behandlung dei Gmndbegiiffe möge ihre Recht- 
fertigung u. a. finden in den Ausfiihrungen des Aufsatzes: Mahnung an 
die Mathematiker von Dir. Dr. Milllcr (Neuitrelitz) in H. Z. VI. p. 361 
—278, — Der Aufsat?. enthält aufsototdentlich viel B e her dgens werte e 
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besonderen Gebilden wird besonders gehandelt werden müssen, 
von der Ebene und der geraden Linie; diese sind noch mannig- 
fach der Gegenstand der besonderen Betrachtnng gewesen, data 
sie aufserhalb der allgemeinen Behandlung einen Platz für 
sieli haben müssen. 

Die schon oben vorangestellte Erklärung des geometri- 
sehen Körpers sei der Übersicht halber hier noch einnuil 
erwähnt. 

Geometrischer Körper ist der durch Abstraktion gewonnene 
ideelle Raumteil, dessen reelles Substrat ein Körper der uns 
umgebenden Siunenwelt ist.*) Beim Körper haben wir — aber 
auch nur bei ihm allein — wirklich reelle Bilder in der 
Äufsenwelt,^) so dafs man behaupten darf, der Körper allein 
ist wirklich vorstellbar, rein anschaulich auch in der äufseren 
Anschauung.^) 

und sollte keinem Lehrer dei Miithematik unbekiiaiit sein. — Man vergl. 
H. Z, VI,; p. ^57/58. — Ferner V. Schlegel, Über Zklo und MethodsQ 
der Sohulgeometrie; iu H, Z. VÜ. p. 179—184, 

') Die analytische Definition des feston Körpers iht folgcnilu; 

Helmholts, Gott. Nachr. 1868. 

p. 109: „Zwischen den 2«Koordiaatcn eines jeden Piinktpaarea, 
welches einem in sich festen Körper angehört, besteht eine von der Be- 
wegung des letzteren unabhängige Gleichung, welche für alle kongruenten 
Pnukt] aaie die gleiche ist " 

') Helmholtz böttioger Nachiii,htPn 186b 

p 193 da «u es la dei Geom<.tLie !,tete mit id vteu Ge 

bilden za thon h'il en deren körpeilii'he D-ii stell ung m du ^\ itklichkeit 
immer nui eme AnnUheiang an die Forderungen des Begiiffes ist, und 
wi! ddiuber, oh ein Korper fest, ob seine Plächtn eben, som Kauten 
geiade sind, tist mittels derselben Stt/e entscheiden, deien thatdach 
liehe Eichtigkeit diiich die Prflfnng zn erweisen wiie' 

') Heimholte, Top wiss Voih III 2 „Über den Uispiung ctc 

p 2& Unter dem viel gemifsbrauchtcn Ausdiu&ke , sich Torstcllen 
olei sich denken können wie etwas geschieht' verstehe ich — und 
ich sehe nicht wie man etwas anderes daiuntei verstehen könne ohne 
allen Sinn des Ausdrucks aufzugeben — dals man sieh die Reihe der 
sinnlichen Emdiueke auimakn könne die mm haben wuide, Vienn so 
etwas m einem einzelnen Falle vor sich ginge Ist nun gai kein siiin 
lieber Einlruek bekannt der sieh auf einen selchen tue beobachteten 
\or^ang be/oge wie tui uns eine Bewegung nach einer vietten für (jene) 
FlächenwokPii eme bewegung nach der uns bekannten diitten Dimension 
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Bretschneider geht iiocl] weiter und sprielit aucli der 
Vorstellun g der Körper jede Aiischaulichkeit~ä'6", " wie aus dem 
folgenden Zitat hervorgeht, das hier seine Stelle finden möge, 
wenn auch eiüige Punkte darin berührt werden, die erst 
später besprochen werden. 

Bretschneider, Lehrgebäude der niederen Geometrie. 

„Unbegrenzte geometrische Grofsen köun^ wir schon 
ihrer endlosen Ausdehnung halber nicht sinnlich darstellen, 
aber ebensowenig ist dies mit den voll begrenzten möglich. 
. Wir vermögen nur uns Bilder derselben zu verschaffen, indem 
wir physische Körper so formen, dafs ihre räumliche Aus- 
dehnung der der abzubildenden geometrischen Grofsen mög- 
lichst genau entspricht, und dafs diejenigen Abmessungen, 
welche etwa den letzteren mangeln, so gering als möghch 
ausfallen. Dies thun wir z. B., wenn wir einen Punkt durch 
ein Tüpfelchen Tusche, eine Linie durch einen feinen Faden, 
eine Fläche durch einen dünnen Papierbogen n. s. w. dar- 
stellen. Alle diese Dinge haben stets drei Abmessungen und 
können schon um deswillen keine wahren geometrischen Punkte, 
Linien und Flächen sein. Allein auch nicht einmal geome- 
trische Körper lassen sich auf diese Art zur Anschauung bringen, 
weil sieh die Form von dem zu dem physischen Körper ver- 
wendeten Stoffe nicht trennen läfst. Es fehlt daher allen 
diesen Bildern gleich die erste Eigenschaft geometrischer 
Giöfsen, die Durchdringlichkeit." 

Es läfst sich diesen Ausführungen eine gewisse Berech- 
tigung nicht absprechen; so ist z. B. auch die Farbe eine 
Eigenschaft, die sich von der Vorstellung eines Körpers schwer 
oder gar nicht trennen läfst. Es seheint mir aber der Schwer- 
punkt bei diesen Betrachtungen auf einem anderen Gebiete zu 
liegen; nicht darauf kommt es an, ob wir die physischen Eigen- 



des Riumes w re "jo ist e n sol hes „Voratellen" nicht möglicli, ebenso- 
we g al envonJuge laf UoIutBlinder sich -wird die Farbeo „vor- 
stellPtt können w m n hm auch eine begriffliche Beschreibung 
de selbe geben w rde 

Mnn Te gl I nt^e Psj 1 ol " e p. 327 und Deinbardt, Gjmnasial- 
onteiTicht p. 177 oben. 
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schafteil von einem Körper ivogdeiiken Ivöiineii, soiifleni dar- 
auf, (la.fs es wirklich räiimhche oder körperliche Gehihl« in der 
Äufsenwelt giebt, dafs wir von den mathematischen Körpern 
wirklich reelle Bilder liahen: was diese Bilder sonst noch, 
aufser der Körperlichkeit, für Eigenschaften haben, das kommt 
gar nicht in Betracht; deshalb gelingt es uns auch, in ge- 
ringerem oder höherem Mafse, von diesen Eigenschaften zu 
abstrahieren unt! uns geometrische Körper vorzustellen. 

Da es sich bei der Betrachtung von Körpern auch um 
ein Messen derselben handelt, so möge gleich hier erwähnt 
werden, dafs wir dieses Messen der nach allen Richtungen 
ausgedehnten Körper nur nach drei Hauptrichtungen auszuführen 
haben, um über die Gröfse der Körper unterrichtet zu sein. 
Diese drei Haupt rieh tun gen heifsen Dimensionen oder Ab- 
messungen,'") 

Die Grenzen des Körpers heifsen Flächen.^) Diese sind 
nicht Teile des Körpers; denn, wenn sie Teile des Körpers 
wären, so müfsten sie wiederum von dem übrigen Körper abge- 
grenzt sein und es würde sich um die Grenzen dieser Teile handeln 
und so in infinitum. Die Grenzfläche eines Körpers gehört 
weder zum Körper selbst, noch zu dem Raum, von dem der 
Körper abgegrenzt ist; sie ist die Stelle, wo Körper und übriger 
Raum aneinander stofsen; eine Fläche nimmt keinen Teil des 
Raumes ein, die Eigenschaft der ündurchdringlichkeit {Festig- 
keit) läfst sich ihr auch nicht einmal in Gedanken beilegen. 
Die Fläch en sind daher vollständig unvorstellba r. Auf alle 
äufsere und innere Anschaulichkeit mufs jetzt verzichtet werden. 
Unser ganzes Ansehauungsvermögeu ist ein droidimonsionales.^) 



') Man vergleiche deo Artikel Dimensiun 

') Jedoch iimfa anch auedrScklich daianf aiifmerLsam gemacht 
weideo, dafd es Flächen giebt, welche nicht vollstandije koi|)er hf 
grenaen, gewisser marsen ans dem Raum ein Stick lusachneiden, sondern 
die Bur einen Teil des Eaaroes von dem anderen Teil des Einmes ab 
greazen; dahin gehört z. B. die UQbegreaEte, uneüdliche Ebene 

') Wundt, System der Philosophie, p 131 ZunHchst kniin eine 
solche Gliederung nur an tinem Ganzen der Anschauung yorgenoiiimen 
werden, welches eine Mannigfaltigkeit von Elementen enthalt, die zu 
einander in beatimmten Relationen stehen, um dann weiterhin ^nch luf 
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Gebilde von einer anderen Anzahl von Dimensionen können wir 
uns weder in der äufseren noch in der inneren Anschauung 
vorstellen, wir können sie nur iu Gedanken setzen. An die 
Stelle von Vorstellungen treten Begriff e. Pur die Flächen giebt 
es keine reellen Bilder. Die Flächen begrenzen also Baumteile, 
d. h. Körper, trennen sie von dem übrigen Raum. Der Körper 
liegt auf der einen Seite von der Fläche aus, der Raum auf der 
anderen. Die Fläche selbst aber bat keine Seiten; man kann 
nicht von einer linken und rechten Seite der Fläche sprechen, 
sondern nur sagen links von ihr, rechts von ihr oder oberhalb 
und unterhalb; bei der Fläche selbst fallen gewissermafsen 
linke und rechte (resp. obere und untere, vordere und hintere) 
Seite zusammen.^) Da die Flächen Grenzen nicht Teile des 
Korpers sind, so nehmen sie auch wie gesagt gar keinen Raum 
ein, sie sind genau genommen einr Ne^ieiung de^. Raumes ) 
Wenn sie tiotzdem als nach zwei Dimensionen lu^gedehnt 
ingesehen und demgeniafs betrachtet weiden, so eigiebt iich 
hiei eine aufserordentliebe Schwierigkeit Sie sind zugleich 
Null und doch auch zugleich Giofaen, denn wir können sie 
teilen und können sie aus Teilen zusammensetzen, iber da «sie 
nach einei Dimension Leine Ausdehnung haben, so sind sie 
Null, denn wii können andeierseits uns Fliehen aufeinander 
gelegt denken m behebigei Anzahl, ohne difs em Koipei 



sokhe Minmgfiltigkeiiea ulieitiagen in werdpo wckhe nni bef[rifflnh 
zu deuten, in dei Änsciiiuuüg aber blofs in der Form stellvei treten dei- 
VoratelluBgen featznhalten sind ' Za den Manoigfalliglveiten, die nni 
„begriff Ilich zn denken" sind, snliöcon ibei nnetieitig anch die zwei 
fielie nnd einfache und nulltache Mannigfaltigteit des Binnies Fliehen 
Linien und Punkto 

') Hieri-u zn vergleichen E Miillci Llcnente dei Genmetiit I H 
16 — 17 a^ 31—32 — II Einleitung 

') Auf folgende Vei ans ciiulicbungs mittel, deicn eines ?icli im Lelii 
biicli von Wunder findet, wihiend das zweite Reidt in aeinei Anlei- 
tung zum matbematiHclien Unterricht anfuhit sei ganz besondere bin 
gewiesen, da sie von vorzuglioliein Weite eischeinen 1) In emem 
(ilaae Wassei und Ul die (irenzfldehe ist weder Wasser noch "1, auch 
niobt ttwT, iigend etwas den Rium erfallen&es, »lOnderQ nui der Ort (die 
Stelle), wo Wa'hpr und Öl ineminder gtcnzeD die Beiuhr ingsfl iche 
— 21 Wie weit kann man la einen Kdpei hinein'' tecben, oline aus lei 
Qrenzälche her^ns zu gehen' 
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daraus entsteht: man würde deshalb auch richtiger sagen, in 
einander legen; es handelt sich also um Gröfsen ganz beson- 
derer Art. Äufserdem ist der Ansdruck, dafs die Flächen nur 
nach zwei Richtungen (Hauptrichtungen) ausgedehnt sind (zwei 
Dimensionen haben), in dieser Form offenbar falsch. Es ninfs 
vielmehr heiTsen, ein unendlich kleiner Teil einer Fläche (ein 
Flächen dement, vergl. weiter unten) ist nur nach zwei Dimen- 
sionen ausgedehnt (hat nur zwei Dimensionen) [analog ein 
unendlich kleiner Teil einer Linie (ein Linien eleuient) ist nur 
nach einer Dimension ausgedehnt (hat nur eine Dimension). 
Man denke nur an die Raumkurven, so wird man diesen Aus- 
führungen zustimmen müssen]. Nur eine Fläche giebt es, 
von der wir schlechtweg sagen können, sie ist nur nach zwei 
Dimensionen ausgedehnt, das ist .die Ebene, und nur eine 
Linie giebt es, die nur nach einer Dimension ausgedehnt ist, 
das ist die gerade Linie. Für alle anderen Raumgebilde von 
der Art der Flächen und Linien gilt diese Bestimmung nur 
in der oben präzisierten, genauen Aus drucks weise. Doch von 
der Ebene und geraden Linie soll weiter unten ausführlich 
gebandelt werden. 

Die Grenzen der Flächenteile sind Linien. Was von den 
Flächen gesagt ist, gilt auch von den Linien, sie sind unvor- 
stellbar, ohne reelle Bilder.') Sie begrenzen Flächen stücke, 



') Man veigl T C ßccl,ci , Alili.iii(]liiiij(n au'! Ji m (.len/^nl n'it 
der Math eto Jli 

„Wdhiend wohl niPiuand ernetlHh belwupteii wnd, ei halje von 
einer Flache einf a,nechauliclie Vorstellang, ohne auf Leiden t^eiten dm 
Raum mit Tor^ofiteUen, bo dQifte docli mancher glauben, mit der Linie 
verhalte es sith andeis, d h diese spi auch un*ibhj.Dgig von ii^end einer 
Fläche, deieu Grenze iie lat, ge wisse iniafaen frei lui Räume achwebend 
votatellbai Dies ist aber nur helbHttäuBchnng Ich ftage jeden auf 
sein Gewisgen, ob das wnHioti emf Linie iit, was ei bo anschaulich 
und nnabhj.ngig lon jeder PlUche frei im Räume sich vorzustellen ver 
mag, und nicht vielraehi ein sehr dunnei Faden, dem, wenn auch nnr 
eine sehr geringe, aber doch immei noch eine Bieite 7uliomint, nnd 
dei gj.nzlich veisch windet, sobald die Eieite verschwindet? Win in 

dei empiiiBcher, so kann a,uch in dci leinen Anachaniing eine Linie nui 
als Grenze einei Fl.iche oder eines Teils derselben ToigeBtellt wenlpn 
SiP ist durchaus nichts als die Gien^i? eioei Flache 
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(]. li. Felder, trennen diese von der übrigen Fläche, Diis Feld 
liegt auf der einen Seite von der Linie aus, die «nendliclie 
Fläche aaf der anderen. Auch die Linie hat selbst keine 
Seiten (vergl. die Ausführungen bei den Flächen). 

Die Grenzen der Linienteile sind Punkte. Ihnen fehlt auch 
die letzte noch übrig gebliebene Dimension. Sie sind ohne 
jegliehe Ausdehnung. Auch sie sind unvorstellbar, ohne reelle 
Bilder. Sie begrenzen Linienteile, d. h. Strecken, trennen diese 
von der übrigen Linie. Auf der einen Seite vom Punkt aus 
liegt die Strecke, auf der anderen die übrige Linie. Der Punkt 
seibat hat keine Seiten (s. o.). ^) 

Beim Punkte findet sich gewöhnlich in den Lehrbüchern 
die Bemerkung, dafs er unvorstellbar sei. Als wenn nicht 
auch schon Flächen und Linien unvorstellbar wären. Dafs 
wir uns Bilder, aber keine reellen^ von diesen Raumgebilden 
machen, geschieht auf die Weise, dafs wir einen Körper uns 
vorstellen, der nach einer resp. zwei Dimensionen im Ver- 
hältnis zu der resp. den übrigen entweder sehr klein oder sehr 
grofs gedacht wird. Dabei behalten wir aber immer die Vor- 
stellung eines Körpers. Ein Gebilde, das nach einer oder meh- 
reren Dimensionen wirklich Null ist, bleibt absolut unvorstell- 
bar. Je gröfser wir die bleibenden Dimensionen im Verhältnis 
zum weggedachten annehmen, um so mehr nähert sich die 
Vorstellung des Körpers derjenigen einer Fläche oder Linie, 
aber in sie übergehen würde sie erat beim wirkliehen Null- 
werden einer Dimension — und dies ist in der Anschauung, 
auch in der inneren, unmöglich.^) 

Im Verlaufe der Ausbildung des geometrischen Denkens 
kam man nun so weit, dafs man auch die nicht vorstellbaren 
Raumgebilde Fläche, Linie, Punkt — nicht vorstellbar, weil 
sie keine reellen Bilder besitzen — als selbständige Gebilde 
auffafste, sie von ihrer ursprünglichen Eigenschaft als Grenzen 
befreite und ihre logische Möglichkeit annahm und damit über- 
haupt die logische Möglichkeit von Gebilden von anderer, aller- 



') Vergl. Du Bois-Eeymond, Reden. I. Folge. 1 
iiikt iät die im Eaume vorgestellte Negation des Ra 
') Vergl. Herbai-t, Psychologie p. 122. 
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diiigs geringerer als dreifacher Mannigfaltigkeit.^) Al>er die 
Betrachtung dieser Gebilde von zweifacher, einfacher iiud 
iiullfacher Mannigfaltigkeit ist im dreifachen Kaume logisch 
möglich und in gewisser Hinsieht mit der Anschauung in 
einen gewissen Einklang zu bringen, und so werden diese 
Gebilde auch schon in der Element argeometrie als Begriffe, 
die unserem Denken a priori gegeben sind, angesehen werden 
dürfen. ^) 

Es dürfte nicht ohne Interesse sein an dieser Stelle auf 
die bekannte Hypothese Helmholfcz' von zweidimensionalen 
Wesen näher einzugehen, um die Folgerungen ans ihr auf ihre 
Richtigkeit zu prüfen und festzustellen, inwiefern diese Be- 
trachtungen von Wert sind für die Erörterung der räumlichen 
Grenzgebilde, wenn wir dieselben als selbständige Objekte 
unserer geometrischen Betrachtung auffassen. Es heilst da: 

HelmholtZj Popul.-wissensch. Vorträge. III. 2, „Über den 
Ursprung ete."^) 

p. 27. „Denken wir uns — darin liegt keine logische 
ünmogliehkeit — verstandbegabte Wesen von nur zwei Di- 
mensionen, die an der Oberfläche irgend eines unserer festen 
Körper leben und sich bewegen. Wir nehmen au, dafs sie 
nicht die Fähigkeit haben, irgend etwas aufserbalb dieser 
Oberfläche wahrzunehmen, wohl aber Wahrnehmungen, ähnlich 
den unsrigen, innerhalb der Ausdehnung der Fläche, in der sie 
sich bewegen, zu macheu. Wenn sich solche Wesen ihre 
Geometrie ausbilden, so würden sie ihrem Räume natürlich 
nur zwei Dimensionen zuschreiben. Sie würden ermitteln, dafs 
ein Punkt, der sieh bewegt, eine Linie beschreibt, und eine 
Linie, die sich bewegt, eine Fläche, was für sie das vollstän- 
digste Raumgebilde wäre, was sie kennen. Aber sie würden 



') Man vergleiche das oliige Zitat aus Wuiidt, SysteTO der Philo- 
■opMe. 

") Man vergleiche hierzu die AiiafQhrungen von Schmitz-Dumont 
in „Die mathematischen Elemente der Efkenntnistheorie" im. Zitat auf 
Seite 183, Farsnote 1. 

') Man vergleiche hierzu den Aufsatz von Gilles: Bcdeckliciie 
lliettungen in der Matheaiatlk, in H. Z. XI, p. 5^34 und die dazu ge- 
lieferten Bemerkungen in detiisolhen Bande p. 374—281. p. 435/36. 
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sich ebensowenig von einem weiteren i'ünmliclieu Gebilde, was 
entstände, wenn eine Fläche sich aus ihrem flächenhatten 
Räume he raus bewegte, eine Vorstellung machen können, als 
wir es können von einem Gebilde, das durch Heran sbewegung 
eines Körpers aus dem uns bekannten Räume entstände." 

An diese Ausführungen Helmholtz' möchte ich folgende 
Bemerkungen knüpfen. Wenn diese Helmholtzschen Fiäelien- 
wesen sich Linien aus der Bewegung von Punkten entstanden 
vorstellten, $o würde schon hier ein Unterschied mit unserem 
Vorstell LI ngsv ermögen zu tage treten, denn offenbar würden 
sich diese Flächenwesen doch nur solche Linien vorstellen 
können, die auf ihrer Fläche möglieh sind, nicht aber Linien 
ganz beliebiger Art. Alle sogenannten doppeltgekrümmten 
Liuien z. B, würden ausgeschlossen sein. Denken wir uns die 
Fläche krumm, so würden unter Umstänclen unsere geraden 
Linien wegfallen. Ferner würde die Unendlichkeit der Linien 
nicht allgemein gedacht werden können, z. B. bei Flächen- 
wesen, die auf der Oberfläche eines Würfels lebten, würden 
die geraden Linien am Ende ihres Flächen Stückes begrenzt 
sein. Und wie müfsten sie über ihre Fläche selbst denken? 
Ein bewurstes Übergehen auf eiue andere Fläche des Würfels 
ißt unmöglich anzunehmen, da hiermit dreidimensionales 
Denken verbunden sein würde. Ferner würden diese Flächen- 
wesen nicht ermitteln, dafs die Linien bei der Bewegung 
Flächen beschreiben, wie Helmholtz meint, sondern diese Fähig- 
keit müfste dahin ganz bedeutend eingeschränkt werden; sie 
würden nur ermitteln können, dafs Linien Stücke ihrer Fläche 
beschreiben. Sie würden sich überhaupt keine beliebigen, 
unbegrenzten Flächen resp. unendliche Flächen denken oder 
vorstellen können, sondern nur die eine einzige, auf der oder 
in der sie leben. ^) 

Unseren Körpern entsprechen bei diesen Flächenwesen 
Figuren, aber nicht solche von beliebiger Art, sondern solche, 
die der Bedingung unterworfen sind, Teile der bestimmten 
Fläche zu sein 

') Denn die Vorstellnng beliebiger uneDdbcber Flächen ist nnr im 
dieidimeneioinlpn Räume möglich, und dieser fehlt ja dem Denken der 
Fl LchtQWieaen 
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Wir seilen also, dafs die Vorstellungen dieser Fliicheii- 
wesen von den uiisrigen ganz verschieden sein würden. Die 
Vorstellungen derselben würden von einer grofsen Zalil von 
Bedingungen abhängig sein, die liewegung würde nicht mehr 
eine beliebige sein, sondern nur eine solche, die den Gesetzen 
der Fläche unterworfen wäre, kurz das Vorstellen oder Denken 
geometrischer Gebilde ist mit dem unsrigen nicht zu vergleichen 
und es fallen damit die Folgerungen, die HelmLoltz aus 
seinen Ausführungen zieht. 

Diese meine Bedenken werden bestätigt durch folgende 
Stellen der Helmhol tzschen Abhandluug selbst: 

p. 30, „Es ist klar, dafs die Wesen auf der Kugel bei 
denselben logischen Fähigkeiten, wie die auf der Ebene, doch 
ein ganz anderes System geometrischer Axiome aufstellen 
miilsten, als jene und wir selbst in unserem Räume von drei 
Dimensionen." 

Ebenda: „Daraus geht hervor, dafs an einer solchen 
Fläche (der Oberfläche eines eiförmigen Körpers) sich nicht 
einmal ein so einfaches Eaumgebilde, wie das Dreieck ist, 
ohne Änderung seiner Form von einem Orte nach jedem 
andern fortbewegen lassen würde." ^) 

Ebenda: „Daraus foJgt weiter, dafs es eine besondere 
geometrische Eigenschaft einer Fläche ist, wenn sich in ihr 
Hegende Figuren ohne VerUnderuug ihrer sämtlichen längs der 
Fläche gemessenen Linien und Winkel frei verschieben lassen, 
und dafs dies nicht auf jeder Art von Fläche der Fall sein 
wird. Die Bedingung dafür, dafs eine Fläche diese wichtige 
Eigenschaft habe, hatte schon Gaufs in seiner berühmten 
Abhandlung über die Krümmung der Flächen nachgewiesen. 
Sie ist, dafs das, was er das „Mafs der Krümmung" genannt 
hat f- ■), überall längs der ganzen Ausdehnung der Fläche 
gleiche Gröfse habe,'' 

') Wie ist es mit UDendlicb kleinon Gebilden? Ziehen wir endliche 
Gebilde in Betracht, so -wurden doch schon Strecken, d. h. hier Stöcke 
von Linien, nicht ohne Änderung ihrer Form bewegt gedacht werden 
können; diese ganze Betrachtungsweise ist aber überhaupt nur für ein 
dreidimensional denkendes Wesen möglich. 
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p. 35. „Wjr iils Bewohner eines EaiimGs von tlrei Di- 
mensionen und begabt mit Sinnes Werkzeugen, um alle diese 
Dimensionen wahrzunelimen, können uns die verschiedenen 
Fälle, in denen flUchenbafte Wesen ihre ßaomanscbauung aue- 
zuhiHen hütten, allerdings anscbaulich vorstellen/) weil wir 
zu diesem Ende nur unsere eigenen Anschauungen auf ein 
engeres Gebiet zu beschränken haben. Anschauungen, die man 
bat, sich wegdenken ist leiebt; aber Anschauungen, für die 
man nie ein Analogon gehabt hat, sich sinnlich vorstellen ist 
sehr schwer. AVenn wir deshalb zum Räume von vier Dimen- 
sionen übergehen, so sind wir in unserem Vorstellungsver- 
mögen gehemmt durch den Bau unserer Orgaue und die damit 
gewonnenen Erfahrungen, weiche nur zu dem Räume passen, 
in dem wir leben." 

Der Ansicht Helmboltz', «Jafs wir uns die Baumanschau- 
ungen flächenhafter Wesen anschaulich vorstellen könnten, „weil 
wir zu diesem Ende nur unsere eigenen Anschauungen auf ein 
engeres Gebiet zu beschränken haben", kann ich nicht zustimmen. 
Auch bin ich nicht der Meinung, dafs „Anschauungen, die 
man hat, wegdenken" leicht ist. Im Gegenteil, ich halte dies 
für thatsächlich unmöglich und halte daran fest, dafs unser 
anschauliches Denken nur ein dreidimensionales ist, dafs die 
Mannigfaltigkeiten von geringerer Anzahl ebensowenig vor- 
stellbar sind, als die von höherer,^) und dafs es sich bei rilnm- 
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liehen Gebilden von anderer Dimen8ionen?.a]il als drei um 
begvifflicbe, nictit anachanliciie Denkobjekte handelt. Der 
Gegenstand erscheint wichtig genug, um noch folgendem Zitat 
zu den Ausführungen von Helmholtz aus Donadt, Das 
mathematische Raumproblem, hier eine Stelle zu geben, das 
von bsaonderem Werte erscheint. Die Aufserung Kants; 
„Wir können von den Anschauungen anderer denkenden Wesen 
gar nicht urteilen, ob sie an die nämlichen Bedingungen ge- 
knüpft seien, weiche unsere Anschauungen einschränken und 
für uns allgemein gültig sind," weist mit ßetht darauf hin, 
dafs die Denkbedingungen für anders denkende Wesen wahr- 
scheinlich ganz andere sind und dafs den Ausführungen Helm- 
holtz' stillschweigend die Voraussetzung zum Grunde liegt, 
dafs die Fläehenwesen ebenso denken wie wir, mit dem ein- 
zigen Unterschiede, dafs ihnen die dritte Dimension verschlossen 
ist. Aber diese Voraussetzung ist ganz unberechtigt, wenig- 
stens liegt kein Grund für ihre Annahme vor. Der Denk- 
prozefs anderer Wesen kann ein von dem unsrigen wesentlich 
verschiedener sein, so dafs er infolge dessen aucii mit unserem 
Denken gar nicht erfafst werden könnte. 

Weitere berechtigte Einwürfe gegen die Uypostasierung 
solcher fingierten Wesen und ihrer Geometrie haben Weifsen- 
horn (Über die neueren Ansichten vom Räume und den geo- 
metrischen Axiomen; Vierteljahrsschrift für wissenschaftliche 
Philosophie, herausgegeben von Avenarius. Bd. II. p. 222) und 
Krause in seiner Schrift „Kant und Helmholtz" (Lahr 
1878) gemacht. — Eine fernere Würdigung der Helmholtz- 
sehen Hypothese findet sich bei Schmitz-Dumont, Die mathe- 
matischen Elemente der Erkenntnistheorie. „Man brauchte 
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sicli ja nur Flüehenwesen vorzustellen, in deren Welt eine 
körperliche Ausdehnung nicht bestand; sollten diese nicht auch 
nur in zwei Dimensionen yoratellon? Die empiristiache 
Auffassung forderte dies apriorisch; weil ja, alle Vorstellung 
nur durch Wahrnehmung entstehen sollte. 

Es wurde liier wieder einmal Vorstellung und Begriif ver- 
wechselt, verleitet durch das alte Erbteil der Sprach metaphysik, 
welche von „geometrischen Vorstellungen" spricht. 

Allerdings, wenn solche Wesen nur Wahrnehmungen in 
zwei Dimensionen machen, so wird auch die einfache sinnliche 
Beproduktion nur diesen gleiche Vorstellungen erzeugen;') 
denken werden sie jedoch wie jedes denkende Wesen über- 
haupt, nämlich nach drei Dimensionen, (oder es handelt sieh 
um einen von unserem Denken völlig verschiedenen und daher 
für uns durch unser Denken nicht zu erkennenden Denkprozefs. 
D. Verf., vergl. meine obigen Ausführungen) und je nach Ver- 
anlassung auch die zweidimensionalen Wahrnehmungen zu 
dreidimensionalen Vorstellungen kombinieren können." 

Schmitz-Dumont geht dann näher auf die Planimetrie 
dieser Fläeheuwesen ein, die er als eine ideelle schildert, die 
sieh nirgendwo auf die ihnen wahrnehmbaren Gegenstände an- 
wenden läfst, und identifiziert ihr Axiomensystem mit dem 
Besonders geht der Beweis noch darauf aus, dafs 



') Der gemessene Kreis ist kein Gegen stand, Eondem ein Begriff 
(gezeichnete Linien sind keine graphischEii RejjiAsentationen von Voi- 
stellnngen, sondern von Begviffen); denn eine geometriscto Vor- 
titellnng ist unmöglich. Waa mau genieinighch geometrische Vor- 
stelhmg nennt, hat weder Farbe, noch sonst ein sinnliches Merkmal, 
weil die Geometrie vorschieibt, von allen solchen zn abstrahieren. Wir 
können, die Vorstellung eines Körpeis, eines Stückes Papier, Holz oder 
fenrige Linien in dieser oder jener geometrischen Figur fassen; die geo- 
metrische Figur als solche ist abei niemals etwas anderes, als die leere 
Form jener Vorstellung, eine Komhiiidtion von Denkhegriffen ; und läfat 
sich deshalb nickt vorstellen, sondern nur denkend bestimmen. Das 
übliche „ich stelle mir eine Figur ansehauÜLb vor" heifst logisck ge- 
sprochen; ick stelle mir einen Gegenstand vor, konstruiert ans sehr 
dünnen Dräkten oder leuchtenden Bändern, odei ein Raumvolum, be- 
grenüt von sehr dünnen Blilltein, aber bo, dafs deren Begrenzungen 
mi5glicbst genau den geometrischen Begriffen von der geforderten 
Figur entsprochen." 



y Google 



- 1S4 -- 

die ideellen Fläelienwesen eine idßelle gerade Linie sich kon- 
struieren würden, welche mit der imsrigen identisch sein würde, 
„weil sie allein dem logischen Begriffe identische Richtung 
genügt." 

Ich habe mich mit der Widerlegung der Helmhoitzsehen 
Hypothese eingehender beschäftigt, um darzuthun, dafs es 
sich bei den räumlichen Gebilden Flüche, Linie und Punkt 
nicht um anschauliche Vorstellungen, sondern um Begriffe 
unseres Denkens handelt, schon da, wo sie als Grenzen, viel- 
mehr aber noch da, wo sie als selbständige Gebilde betrachtet 
werden. 

Werden diese Raunigebilde losgetremit von der ursprüng- 
lichen Vorstellung an und für sich betrachtet, so erweitert 
sieh zwar damit im allgemeinen der Begriff der geometrischen 
GrÖfse, des räumlichen Gebildes, aber ohne dafs wir dadurch 
etwa neue Eigenschaften erhalten; noch ferner liegt es, dafi^ 
sie durch diese Betrachtungsweise an Anschaulichkeit gewinnen, 
wie aus den Ausführungen hervorgeht. 

Durch die Betraclitungs weise der nicht körperhchen räum- 
lichen Gebilde findet auch meine oben ausgesprochene Be- 
hauptung, dafs der Punkt das abstrakteste Element der Geo- 
metrie sei, ihre Bestätigung. Wir gelangen vom Körper zur 
Fläche, von der Fläche zur Linie, von der Linie zum Punkt, 
indem wir suceessive von einer Ausdehnung (Dimension) ab- 
strahieren (eine Ausdehnung nach der andern zu Null werden 
lassen), so dafs also für den Punkt das grÖfste Mafs von Ab- 
straktion erforderlich ist 

Es erübrigt noch auf den Begriff Element näher einzu- 
gehen; wir verstehen unter Element eines räumlicben Gebildes 
einen unendlich kleinen Teil desselben, jedoch schon von der 
ganz bestimmten Art des entsprechenden Gebildes. Ein Pläehen- 
element ist daher ein Stück Fläche, allerdings unendHch klein 
gedacht, aber doch schon von denselben Eigenschaften, die 
die Fläche selbst hat, also vor allen Dingen von zweifacher 
Ausdehnung. Es geht schon aus dieser allgemein gültigen 
Begriffsbestimmung hervor, dafs es falsch ist, den Punkt als 
das Raumelement zu bezeichnen. Der Punkt ist ein Element 
xut' i^QD](_'^v, das wir durch Integration zu nichts anderem 
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summiereü köuneii, als wieder zum Punkt. Der Punkt ist die 
absolute Negation des Raumes, seine Ausdehnung nach allen 
Richtungen gleich Null — und so wenig wie wir in der Aritli- 
metik durch Addition von Null etwas anderes als Null erhalten, 
können wir durch Vervielfältigung des Punktes etwas anderes als 
den Punkt erhalten. Denken wir uus zwei voneinander getrennte 
Punkte, so wird, auch wenn sie nur durch einen unendlich kleinen 
Abstand getrennt sind, doch schon eben in diesem unendlich 
kleinen Abstand das Linienelement gedacht, und es handelt 
sich nicht mehr um den Begriff Punkt. Der Punkt hat in 
eiaer Beziehung mit dem, was er negiert, dem Raum, Ähn- 
lichkeit, nämlich in der Gestaltlosigkeit. Wie wir den unend- 
lichen Raum ohne Gestalt oder Form denken — denn sonst 
wurden wir ja Grenzen denken ~ so ist auch der Punkt ge- 
staltlos; wir können nicht von einem runden oder eckigen 
Punkte sprechen, and es wird sich empfehlen, hierauf im Unter- 
richte besonders aufmerksam zu machen, um das Wesen des 
Punktes klar zu legen. Die Extreme unendlicher Raum und 
Punkt berühren sieh in der gemeinsamen Eigenschaft der Ge- 
staltlosigkeit. 

Ganz verschieden vom Punkte ist das Linienelement, es 
hat schon eine Dimension und durch Integration erhalten wir 
die Linie selbst oder ein Stück derselben, je nachdem wir die 
Grenzen der Integration wählen. Es fragt sich nun, oh das 
Linienelement auch schon als von der bestimmten Art der 
Linie gedacht werden müsse, ob es schon von bestimmter Ge- 
stalt ist, oder oh jedes Linienelement als gerade aufzufassen 
ist. Ich bin der Meinung, dafs schon das Element als von 
bestimmter Art zu denken ist, dafs also z. B. das Element 
der Kreislinie verschieden ist von dem Elemente der Ellipse 
oder demjenigen der geraden Linie. Die gegenteilige Meinung 
vertritt Helmholtz-, wie aus der folgenden Stelle hervorgeht. 
In dem Aufsatze Über die Thatsachen, die der Geometrie zu 
Grunde liegen, in den Gottinger Nachrichten 1868, sagt er: 
„In der Thafc sind die unendlich kleinen Fläclienele- 
mente einer beliebigen krummen Fläche alle als eben zu 
betrachten, und also alle einander kongruent, wenn von ihrer 
Begrenzung abgesehen wird." 
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Ilcliriiiolt'/, tritt dadurch in Widerspruch zu der an 
anderer Stelle zitierten Aufserung, dafs wir auf einem eiför- 
migen Körper ein Dreieck nicht von einem Orte an einen 
anderen bewegt denken können oline Änderung der Form, 
sonst hätte er das unendlicli kleine Dreieck ausdrücklich aus- 
nehmen müssen. Ich trete, wie schon aus meinen Ausfüh- 
rungen bei der Betrachtung des Linienelementes hervorgeht, 
für die Meinung ein, dafs auch das Flächenelement schon eine 
besondere Gestalt oder Form habe — dieser Ausdruck darf 
nicht mifs verstau den werden; es handelt sich nicht darum, ob 
das Flächenelement dreieckig oder viereckig gedacht wird, 
sondern ob es eben oder von bestimmter Krümmung ist — ; 
eine weitere Frage würde die sein, in welcher Gestalt — in 
anderem Sinne — das Flächenelement zu denken sei, als 
Dreieck, Viereck oder etwa als kleine Kreisfläche. Entspre- 
chend der Betrachtung endlicher Figuren wird mau die ein- 
fachste Gestalt zu wählen haben und das Flächenelement als 
Dreieck, ebenes oder sphärisches zu denken haben; je nachdem 
es sich um das Element einer Ebene oder einet krummen 
Fläche handelt. Vielleicht wäre es denkbar, das Flächenelc- 
ment aller krummen Flächen als ein unendlich kleines Kugel- 
dceieck aufzufassen im Gegensatz zum ebenen Flächenelement; 
aber schon hierbei würde eine Ungenauigkeit unterlaufen, die 
gerade bei diesen Betrachtungen vermieden werden muls, da 
unstreitig der Ausspruch Riemanns woh! zu beachten ist: 
„Auf der Genauigkeit, mit welcher wir die Erscheinungen ius 
Unendlich kleine verfolgen, beruht wesentlich die Erkenntnis 
ihres Kausalzusammenhangs." 

Man vergleiche hiermit auch den folgenden Ausspruch 
desselben Forschers: 

„Die Frage über die Gültigkeit der Voraussetzungen der 
Geometrie im ünendHehkieinen hängt zusammen mit der 
Frage nach dem inneren Grunde der Mafs Verhältnisse des 
Raumes. Bei dieser Frage, -welche wohl noch zur Lehre vom 
Uaume gerechnet werden darf, kommt die obige Bemerkung 
zur Anwendung, dafs bei einer diskreten Mannigfaltigkeit das 
Prinzip der Mafs Verhältnisse schon in dem Begriffe dieser 
Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders- 
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wolier hinzukommen mufa. Es mufs liIso eritivedei- das dem 
Räume zu Grunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannig- 
faltigkeit bilden, oder der Grund der Marsverhältuisse aufser- 
halb, in darauf wirkenden bindenden Kräften, gesucht werden," 

Das Element des geometrischen Körpers ist identisch'mit 
dem des Raumes; es bandelt sich hier nur um die Grenzen 
der Integration. Fassen wir das hier in Betracht kommende 
Element als Raumelement auf, so ist sicherlich die Gestalt des 
Elementes ohne jegliche Bedeutung, und so wird es auch er- 
laubt sein von der Form des Körperelementes als einer wesent- 
lichen Begriffsbestimmung abzusehen. 

Als gemeinsamen Namen aller dieser Elemente, des 
Punktes, des Linienelementes, des Flächen dement es, des räum- 
lichen (körperlichen) Elementes darf man wohl dann die Be- 
zeichnung Baumelemente wählen, wobei man jedoch sich be- 
wufst sein mufs der Bedeutung dieses Änsdnicks im Vergleich 
mit dem Raumelement. 

Ist man vom Körper ausgehend zur Erkenntnis von 
Flächen, Linien und Punkten gekommen, indem man siiccessive 
die Grenzen der Raumgebilde betrachtet hat, und hat man 
durch Abstraktion die Grenzgebilde Fläche, Linie und Punkt 
als selbständige Gebilde, als Raumelcmente, gewonnen, so wird 
nun eine zweite Betrachtungsweise ihre Stelle finden dürfen, 
diejenige, die die Raumelemente auseinander durch Bewegung^) 
entstehen läfst. 

Die hauptsächlichsten Darstellungen dieser Betrachtungs- 
weise werden aus den Zitaten hervorgehen, Sie sind wesent- 
lich nicht voneinander verschieden und wir können in Über- 
einstimmung mit denselben kurz etwa folgendes aufstellen. 

Denkt man sich einen Punkt in Bewegung und nimmt an, 
dafs er eine Spur seines Weges hinteriäfst, so wird diese 
Spur eine Linie sein.^ 

') Man vergleicte den Artikel Bewegung; doch sei auch hiei schon 
auf Wundt, System der Philosophie, p. 127—134, hmgewiestQ 

') DerPiinkt beschreibt eine Linie, so lautet der gewöhnliche kiuzeie 
Aasdruck für de» genaueren, wie er im Text steht. Genommen ist der 
Ausdruck wohl von dem Beispiel, das wir zu dieser Eiklarung beifügen 
Der Ausdruck, der Punkt erzeugt eine Linie, dürfte am besten vetmieden 
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(So liiiiterliirst ein sicli rasch bewogeudor gUihender Körper 
auf der Netzhaut ein Bild der verschiedenen Lagen, die er 
nach und nach eingenommen, und wir babeu infolge dessen das 
Bild einer Linie.) 

Denkt man sich eine Linie (Stück einer Linie, Strecke) 
in Bewegung, so wird diese unter Umständen, wenn man 
wiederum annimmt, dafs eine Spur ihres Weges zurückbliebe, 
eine Fläche beschreiben. 

Denkt man sich eine Fläche (Stück einer Fläche) ia Be- 
wegung, so wird diese unter Umständen einen Körper be- 
schreiben. 

Der Körper beschreibt wieder einen Körper,^) 

Wanim der breitere Ausdruck „Denkt man sich in Be- 
wegung" anstatt „bewegt sich" gewählt ist, wird aus den 
folgenden Betrachtungen hervorgehen, die vorläufig hier eine 
Stelle finden mögen, während später dem Begriffe der Bewegung 
noch eine ausführlichere Behandlung zu teil werden soll. 

Die mechanische Bewegung kann im wesentlichen eiae 
dreifache sein, die Ortsveränderung eines starren Körpers z. B. 
fliegender Ball, eine drehende Bewegung um eine Axe z. B. 
Thüren, Blätter eines Buches (Rotation), drittens eine drehende 
Bewegung um einen Punkt z. B. Bewegung eines an einen 
Faden gebundenen Steines. 

Zur Kenntnis einer mechanischen Bewegung gehört, dafs 
wir ihre Richtung, Geschwindigkeit, Dauer (Gröfse) kennen. 
In der Geometrie abstrahieren wir von zweien dieser Eigen- 
schaften vollständig, von der Geschwindigkeit und der Dauer, 



werden, da, er au fabcten Vorstell uiigea Aolafs geben liönuto; es sei 
übrigens darauf hingewiesen, dafa der Ausdruck; denkt man sich einen 
Punkt ia Bewegnng, zwar allgemein gebräuchlich, aber ungenau ist. — 
S. Artikel Bewegung und die folgenden vorläufigen Betrachtungen. 

') Es »ufs aber auadrücklich erwähnt werden, dafs weder alle 
li'lächen als durch Bewegung von Linien, noch alle Körper ale durch 
Bewegung von Flächen beschrieben angesehen werden können. Dafs 
noch hinzugesetzt ist „unter Umständen" wird gerechtfertigt durch die 
Erwägung, dals z. B. eine gerade Strecke in ihrer ßichtung bewegt ge- 
dacht, keine Piaehe beschreiben würde, sondern die betreffende Gerade, 
der sie angehört. Als Beispiel diene ein fliegender Pfeil, also eine 
Strecke, die wiederum eine Linie beschreibt. 
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und betrachten nur die Richtung, wir können es vielleicht so 
aosdriickeii , 3a.k wir sagen, es handelt sieh nur um das 
Resultat der Bewegung, nicht um den Vorgang seihst. Damit 
sind wir auch über die Schwierigkeit, die -ranmloaen Baum- 
gebilde uns bewegt zu denken, hinweg, denn in Wirklichkeit 
können wir uns einen abstrakten Raumteil, einen matliemuti- 
schen Körper gar nicht in Bewegung denken, viel weniger 
noch eine Fläche, Linie oder einen Punkt. Wir können uns 
nur ein kongruentes Raumgebilde an einer andern Stelle des 
Raumes vorstellen; es handelt sich also in der Geometrie 
eigentlich nur darum ein bestimmtes Gebilde uns an einer be- 
stimmten Stelle im Räume zu denken, an einer andern Stelle 
des Raumes, als an der, wo wir es erst betrachtet haben'). 
Da die mathematischen Raumgebilde, wie auseinandergesetzt 
ist, dem Gesetze der Und iirch drin glich keit nicht unterworfen 
sind, so können wir uns ferner an ein und derselben Stelle 
mehr als ein Kaumgebilde denken, können in Gedanken Raum- 
gebilde zur Deckung bringen (Kongruenz). 

Von den Betrachtungen, die sieh an diese Art der Be- 
wegung knüpfen, vollständig verschieden sind nun diejenigen, 
die sich nicht mit Raumveränderungen, um uns kurz so aus- 
zudrücken, starrer Gebilde beschäftigen, sondern die Gebilde 
selbst in Bewegung sehen, so z. B. die Veränderungen, die 
mit einer Figur vor sieh gehen, wenn wir ein Element der- 
selben verändern. Diese letzteren Erwägungen geben uns eine 
Reihe von Sätzen als Grundvorstellungen aus der reinen An- 
schauung, die bisher eines weitläufigen Beweises für bedürftig 
angesehen wurden. 



') Nicht bandelt ea Eioh um eine Bewegung im eigentlichen Woit 
Sinne, z B wenn gea^t wud, difs tin Punkt eine Linie beschreibe, so 
haben wii uns daa genau nicht fo zu denken, difi der Punkt eich von 
der Stelle bewege und n ich und nach eine Keihe von Lagen annehme, 
- denn das let ,ia nicbt^innglich, da dei Puiikt_QjiK-hti n 



Sttllo, ein Ort im. Kauiue — sondern wir betraehtenm Wiiklii-hkeit 
eine TTe Ih6 YOn"unenliicii vielen leischiedenen Punkten m ihier Ge 
aamtheit, indem wir sie m Gedanken zum Bild emei Linie zusammen 
fassen Es erscheinen daher die Auodrflcke der neueren Geomthie 
Pnnttreihe und Tiägei dei Punktreihe besonders glflckhth gewählt 
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Als hauptsäcliliclistes Merkmal der Bewegung geoinetri- 
sclier Gebilde hat jedenfalls zu gelten, dafa wir von der ur- 
säclilichen Kraft ganz abstrahieren, daher denn auch die Be- 
wegung genau genommen nieht eine Bewegung der Objekte 
ist, sondern eine von dem denkenden Subjekt willkürlich dem 
geometrischen Gebilde substituierte Bewegung. Es wird später 
auf den Begriff der Bewegung noch tiefer eingegangen werden, 
hier mögen diese wenigen Bemerken gen genügen, um den Stand- 
punkt des Verfassers im allgemeinen kurz zu charakterisieren. 

Es folgen nun die Zitate; 

August, L. d. M. I. — Berlin 1853. 

„§ 1. Die Geometrie, d, i, Lehre von den Kaumgröfsen, 
geht von gewissen Grundvorstelluugen aus, welche im Bewufst- 
sein eines jeden Menschen leicht hervorgerufen werden. 

§ 2, Erste GrundvorstelKing. 

Die erste einfachste Grundvorsteliung ist die des mathe- 
matischen Punktes, der sich von jedem noch so kleinen 
im Räume befindlichen Gegenstande dadurch unterscheidet, dafs 
er keinen Stoff und keine Grüfse, also auch keine Teile hat. 

§ 3. Zweite Grundvorsteliung. 

Die zweite Grundvorsteliung ist die der Linie, einer 
blofsen Länge ohne Breite, die mau sich durch Bewegung 
eines Punktes im Räume, als Spur desselben, entstanden denken 
kann, [Wenn der in Bewegung gedachte Punkt seine Richtung 
nie ändert, so entsteht eine gerade Linie; wenn er nie dieselbe 
Richtung behait, so entsteht eine krumme Linie.] 

§ 4. Dritte Grund Vorstellung, 

Die dritte Grundvorsteliung ist die Fläche, welche Länge 
und Breite hat. Gewisse Flächen können durch Fortbewegung 
einer Linie entstanden gedacht werden. [Ist dabei die bewegte 
Linie eine gerade und wird sie so bewegt, dafs jeder ihrer 
Punkte wieder eine gerade Linie aber in einer andern Richtung 
bildet, so ensteht eine ebene Fläche oder Ebene. Eine Fläche 
ist krumm, wenn kein Teil derselben eben ist.] 

§ 5. Vierte Grund Vorstellung. 

Die vierte Grundvorsteliung ist die des geometrischen 
Körpers d. i. eines von allen Seiten begrenzten Raumes, der 
also ausser der Länge und Breite nocli eine dritte Ausdehnung 
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in die Tiefe oder Höhe liat. Man gelangt zu der Vorstelhing 
des Dl athematischen Körpers, wenn mau sich von einem be- 
sondern physikalischen d. h. in der Natur ausser uns wahr- 
genommenen Körper den Stoff wegdenkt, so daXs nur noch die 
Gestalt im Ratiine zurüekbliebe, 

§ 6. Man sieht leicht ein, dafs die Grenzen eines geo- 
meti'ischen Körpers Flächen, dafs die Grenzen der Flächen 
Linien und die Grenzen der Linien Funkte sind." 

Ich habe diese Auseinandersetzungen in dieser ausi'ühr- 
Hchen Weise angeführt, weil erstens der Gang hier gerade 
der entgegengesetzte des unsrigen ist, und zweitens weil uns 
dieselben als Typus einer grofsen Anzahl von Lehrbüclicrn 
dienen können. Es soll nun auf dieselben näher eingegangen 
werden. 

Ad § 1. Der Ausdruck „leicht hervorgerufen werden" 
dürfte als ein glücklicher zu bezeichnen sein, wenn damit an- 
gedeutet werden soll, dafs die Grundvorstellungen a priori 
im menschlichen Bewufstseiu vorhanden sind und nur der 
Wockimg bedürfen; allerdings miifsten dnnn die Grundvor- 
stellungeu selbst andere resp. anders angeordnete sein als 
die vom Verfasser angegebenen. 

Ich möchte diese Gelegenheit benulzen, um gleich hier — 
ohne den naehherigen ßetrachtuugen über Ebene und gerade 
Linie vorzugreifen — meine Ansicht auszusprechen, dafs Ebene 
und gerade Linie allerdings Grundvorstellungen sind d. h. a 
priori im menschlichen Bewufstseiu vorhandene Vorstellungen, 
dafs aber die Verallgemeinerung dieser Ansicht auf Flächen 
uud Linien überhaupt durchaus unstatthaft ist. Damit ist 
zugleich mein Staudpunkt gegenüber den Äugustschen Grund- 
vorstelluugen ausgesprochen. 

ad § 2. August bezeichnet als einfachste Gruudvor- 
stellung die des mathematischen Punktes. Es stimmt das 
damit Überein, dafs er den Punkt als Grundvorstellung über- 
haupt ansieht und diese Ansicht liefse sich wohl an und für 
sich nicht eben bestreiten. Aber wir gelangen zu den gröfsten 
Schwierigkeiten, wenn wir nun aus diesem einfachsten Grund- 
begriff die andern systematisch entwickeln wollen. Aufserdeni 
erscheint es ungeheuor schwierig, wenn wir den Punkt als 
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einen ürundbegrift') oder als eine Grundvoratellung aunelimcn, 
für diesen Begriff eine positive Definition zu finden. Überall 
da, wo der Punkt definiert wird, anders als aus dem Grenz- 
begriff der Linie, ist die Definition eine negative, wie wir aus 
verschiedenen der folgenden Zitate sehen werden. Damit liegt 
aber die Ün zul an glich keit der Definition zu Tage und mit der 
Definition zugleich fällt die -Möglichkeit des Punktes als erste 
Grandvorstellung, — August fügt ferner Eigenschaften an, die 
er für Definition ausgiebt — nebenbei ein Fehler, den wir 
ausserordentlich häufig finden, und der hauptsächlich zur Ver- 
wirrung der Grundhegriffe beigetragen hat — Eigenschaften, 
die dem Punkte nicht allein zukommen. Was den Ausdruck 
betrifft „er hat keine GrÖfse, also auch keine Teile", so ver- 
weise ich auf meine obigen Ausführungen am Anfang dieses 
Kapitels. 

ad § 3. Im allgemeinen gilt auch hier, was ich zur 
Definition des Punktes bemerkt habe. Ausserdem, was lässt 
sich wohl denken unter den Worten „eine blofso Länge ohne 
Breite"? Sind Länge und Breite hier als Qualitäten oder 
Quantitäten zu verstehen? Doch jedenfalls als Quantitäten, 
aber hier wird ja geantwortet auf die Frage, was ist eine 
Linie, wir konnten also nur eine Qualität bekommen, wenn 
es sich nicht um eine Definition handelte. — Die übrigen Worte 
des § 3 gehören in die Betrachtungen über die gerade Linie. 

ad § ö. Aus den Worten des Verfassers „Man gelangt" 
bis zum Schlufs des § geht hervor, dafs auch er die Vorstel- 
lung des Körpers aliein für möglich hält, denn bei Punkt, Linie 
und Fläche hat er eine derartige Angabe, wie man zur Vor- 
stellung des räumlichen Gebildes gelange, unterlassen. Dafs 
dies richtig ist, wenn auch August es niclit ausdrücklich aus- 
spricht, geht auserdem auch daraus hervor, dafs es in der 
That nichts in der Natur aufser uns Wahrgenommenes giebt, 
bei dem wir durch Wegdenken des Stoffs zur Vorstellung der 
Fläche oder der Linie oder des Punktes gelangten. — 

') Dieser Ausdruck ist der genauere; denn niebt um Grundvor- 
atellungen handelt es eich, sondern om Grundbegriffe. Der raathe- 
mati£c!ie Pankt ist ein durch Abstraktion erhaltener Begriff, keine 
Vorstellung. 
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ad § 0. Was liier als eiuo Folge der vorfiergelieiiden 
Betrachtungen hingestellt wird, ist, wie nact gewiesen, das Ur- 
sprüngliche der Betrachtung, die Grundlage. Nach den Aus- 
führungen von Angust ist es gar nicht leicht einzusehen, dafs 
die Flächen die Grenzen der Körper sind etc., sondern man 
bringt bei dieser Betrachtungsweise zu dem Begriffe, reap. der 
Grund Vorstellung Fläche etwas ganz neues hinzu, was nicht 
einmal als eine allgemein gültige Eigenschaft aufgefasst werden 
darf: sonst würden durch diesen § 6 nachträglich die Fläche 
und die übrigen Grundvorstelluugen als unselbständig hin- 
gestellt. 

Baltzer, Elem. d. Math. ~ Leipzig 1874. 

„1. Der Raum ist ohne Unterbrechung imil über jede 
Grenze hinaus ausgedehnt. Ein Ort ijn Eiiume ohuo Aus- 
dehnung gedacht, heifst ein Punkt. Ein Ausgedehntes ist 
entweder eine Linie, oder eine Fläche, oder ein Raum im engeren 
Sinne (Körper, stsqsÖv, soHdum). 

Auf einer Linie lassen sich unendlich viele Punkte unter- 
scheiden, auf einer Fläche unendlich viele Linien, in einem 
Räume unendlich viele Flächen. Eine Linie ist zu beiden 
Seiten eines auf ihr liegenden Punktes ausgedehnt (in die 
Länge), eine Fläche ist zu beiden Seiten einer auf ihr liegen- 
den Linie ausgedehnt (in die Länge und Breite'), ein Raum 
ist zu beiden Seiten einer in ihm liegenden riiclie ausgedehnt 
(in die Länge, Breite und Dicke); Linie, Fläche Raum heifsen 
deshalb nach 1, 2, 3 Dimensionen ausgedehnt Ein Linie 
kann als Bahn (Ort, tonog) eines bewegten Punlteb, eine 
Fläche als Bahn einer bewegten Linie, ein Itium ak Bahn 
einer Fläche betrachtet werden." 

„2. Linien werden begrenzt durch Punkte (Endpunkte), 
Flächen durch Linien (Umfang, XEQi^sxQog, rtfpty^pft«), Riiume 
durch Flächen (Oberfläche, innpävsta, superficies), und haben 
zwischen ihren Grenzen bestimmte Gröfse. Die Gröfse einer 

') &pnau genommen d irfte doch nui gesag weiden dafs die Fl iche 
?u beiden Seiten dei Linie nach dei Bieite ausgedehnt sei denn die 
Ansdehnung nach dei I inge eigiebt 6ich doch schon daiaus diss iie 
entlang dtr gan^Pii I one n li be den Seiten ausgedehnt lat 
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Linie keifst ihre Liliige, die Gröfse eiücr Fläche ihre Fläche 
(Päclieiiinhalt, area, i(i,ßaS6vy EJti,<pdv£ia) , die Gröfse eines 
Raumes sein Volum (Körperinhalt, volumeii, capaeitas, Gvsqsöv); 
diese Grössen werden extensive genannt im Gegensatz zu nicht 
ausgedehnten (intensiven) GrÖfsen." 

Baltzer geht also auch, wie es früher allgemein üblich 
gewesen zn sein seheint, vom Punkt aus und bezeichnet ihn 
als „einen Ort im Räume ohne Ausdehnung gedacht". Man 
findet diese Erklärung auch bei andren nicht gerade selten und 
fast ebenso oft die im wesentlichen mit ihr übereinstimmende 
Erklärung des Punktes als einer blofaen Stelle im Kaume. 

Es kann nicht geleugnet werden, dafs beide Erklärungen 
auf den ersten BHck etwas Bestechendes haben und als sehr 
glücklich gewählt erscheinen. Wenn man aber genauer darüber 
nachdenkt, so handelt es sich doch niir um ein Spiel mit Worten, 
eine vielleicht zur Anschaulichkeit dienende Erklärung, aber 
keine wirkliche Definitiou,'-) 

Es geht mit dieser Erklärung wie mit den andern Er- 
klärungen des Punktes — wenn man ihn nicht aus dem Grenz- 
begriff der Linie erhält — sie enthält ein negatives Moment, 
die Bestimmung „ohne Ausdehnung im Räume gedacht". Ob 
wir nun dafßr Punkt oder Stelle oder Ort sagen, bleibt an 
sich gleichgültig, wir haben es hier nur mit verschiedenen 
Ausdrücken (Worten) zu thun, aber nicht mit wirldicheu Sach- 
erklärungen, 

Bei dem Ausgedehnten unterscheidet Baltzer nicht sofort 
nach den Dimensionen, sondern führt als ganz gleich neben- 
einander Linie, Fläche, Raum au. Ebenso tritt in dem folgen- 
den Satz: „Auf einer Linie lassen sich unendlich viele Punkte 
unterscheiden, auf einer Fläche unendlich viele Linien, in einem 
Räume unendlich viele Flächen" die Existenz einer mehrfachen 
Mannigfaltigkeit gar nicht hervor Auch sonst «cheint mir die=er 
Satz nicht gluckl cl zi «e oder «engten lei A =ilr ck 
nte scheiden Ich mifs oflen gestehei 1 f ch n 1 v v- 

) Dir 11 lu n Inte ichte z B d e Soli le 1 ch letart ^e le- 
rne liunfcea w e blofse Ort blofse Stelle eu e cer anscha 1 eben Vor- 
etell Dg lea P nkte h na le ten s che e sehe t n 1 reh s e la ht; 
fen e 1 1 !a w kl he F ! 1 ng n a e lien ve le 
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geblieh bemülit habe zu liodeu, welchen Smn es haben soll, 
z. B. auf einer Fläche lassen sich iinendlich viele Linien unter- 
scheiden. Vielleicht „denken"? Das Wort „unterscheiden" 
läfst fast deu Gedanken aufkommen, als wenn die Fläche aus 
Linien zusammengesetzt sei. 

Zu 2, möchte ich für eine schärfere Aus drucks weise ein- 
treten, die in den neueren Lehrbüchern auch fast allgemein 
gehandhabt wird, in den älteren aber fast durchweg vernach- 
lässigt erscheint. Es ist der vielleicht bequeme, aber mifsver- 
ständliche Gebrauch des totum pro parte, Linie statt Teil der 
Linie (Strecke), Flache statt Fl'ächenteil (Feld), Eaum für 
Raumteil (Körper). 

Demnach müfete es dann heifsen, nielit „Linien werden 
begrenzt durch Punkte", sondern Linienteile werden be- 
grenzt durch Punkte etc. Ebenso ferner; „Die Gröfse eines 
Linienteils keifst seine Länge" otc.^) 



Bartholomäi,^) Philosophie der Mathematik, p. 13. geht 
von den getrennten Dingen aus, deren Zusammenfassung den 
Begriff der Richtung hervorruft; aus dem letztem resultiert 
wiederum der Begriff der Distanz, Losgelöst von den Ob- 
jekten wird die Distanz zu Null, verschwindet alle Ausdehnung, 
resultiert der Punkt,^) 

„Der Punkt ist also das absolut Einfache des Raumes, 
er ist räumlich, aber rauinlos. Er ist blofs der Ort, den es 
einem Etwas darbietet, das leere Bild, an welches ein Ding 
angeheftet werden kann." 

Vom Begriffe der Distanz (unendlich viele) gelangt Barth o- 
lomäi zum Begriffe des Körpers als des „Begriffes dessen, das 
nach allen Richtungen Distanzen zeigt." 

Vom Körper gelangt er zum Grenzpunkt, deren Ge- 
samtheit er die Grenze nennt. Diese wird naher erörtert. 
Dann heifst es: „Wird nun eine Grenze, welche vom Körper 

') S. oben, 

') Befiproebeii iu Sohl, Z- VI, 7. 

°) Man vergleiche Kapitel V, worin ich. mieli n.n^fülirlich über 'iic 
Begriffe Itichtung und Abstand äufaern wei'dfl. 
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abbäiigig ist, von demselben losgelöst, so eutsteht dasjenige 
Räumliche, welches nicht nach allen Richtungen Distanzen hat," 
Die philosophische Berechtigung dieser Betrachtungsweise 
möge hier unerörtert bleiben, für den Unterricht ist sie weder 
direkt, noch indirekt verwertbar, da hier zwei neue Begriffe 
vorausgesetzt werden, die in der Form, wie sie BartholomJii 
giebt, jedenfalls für den Schüler unverständlich bleiben. Auch 
die Erklärung des Punktes leidet an schon bekannten Mängeln; 
der Zusammenhang aber der verscbiedencn Raumgebilde ist 
in dieser Behandlung ganz aus dem Auge gelassen, Richtung, 
Distanz, Punkt, Körper, Fläche (und konsequenterweise weiter 
Linie, Punkt), wo liegt da der systematische Zusammenhang? 



Beck, die ebene Geometrie nach Legendre, — Bern 1842. 
giebt die Erklärungen von Körper, Fläche, Linie und Punkt 
in dieser Reihenfolge ohne besonders Erwähnenswertes. Die 
Betrachtungsweise knüpft an die Grenzbegriffe a.n. 



Becker, J. K., Die Elemente der Geometrie auf neuer 
Grundlage.') — Berlin 1877. 

„Was wir als im Räume befindlich uns vorstellen oder 
wirklich darin wahrnehmen,^) ist entweder ein Körper, eine 
Piäehe, eine Linie oder ein Punkt." 

„Unter Körper verstehen wir einen allseitig begrenzten 
Teil des Raumes (einerlei, ob er mit Materie erfüllt oder leer 
ist). — Fläche heilst eine Stelle im Räume, die einen Teil 
desselben vom übrigen absondert, also z. B. die Grenze eines 
Körpers (dessen Oberfläche). Die Stelle, in der eine Fläche 
geteilt oder begrenzt wird, heifst Linie. Eine Linie endlich 
wird vom Punkte geteilt und begrenzt. Dieser ist selbst nicht 
mehr ausgedehnt, und wenn man von der Linie, welche er 

') Eine allefüll rliehe Besprechung findet sich in H. Z. VIII. p. 411- 
420. — Dem Bnche wird eine weite Vefbceitimg gewünscht. — Ver- 
gleiche: Beckers Replik in H, Z. IX, p. 17—20 

*) Dafs wir eine Fläche, Linie oder Punlit als wirilifih im Räume 
baSiidlich walirnehmen kÖnnteD, ist wohl zu viel behauptet. 
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begrenzt, abstrahiert, kaim iu ihm nichts mehr gedacht weiden 
als eine ausdebmingslose Stelle im Räume oder an einem 
RaumgebiWe, die sich von einer andern derselben Art nur 
noch der Lage nach unterscheiden kann." 

Es werden dann noch die drei Dimensionen entwickelt. 

Man sieht Becker hat sich förmlich auf den Ausdruck 
„Stelle" kapriziert, in allen Erklärungen finden wir diesen vor, 
Wie schon oben erwähnt, scheint mir dadurch die eigentliche 
Schwierigkeit der Sacherklärung hei den Grundbegriifen mehr 
umgangen als gelöst, nun gar wenn wir das Wort Stelle auch 
bei der Definition von Fläche und Linie verwenden ; denn die 
Stelle ist hier gar nicht denkbar ohne dafs man schon eine 
Vorstelhmg von Fläche und Linie hat.') Stelle und Punkt 
sind itlentiseh, aber, wenn wir eine Fläche als eine Stelle be- 
zeichnen, so wird dabei die Vorstellung (Begriff) der Fläche 
vorausgesetzt, denn es handelt sich hier um eine Form der 
Stelle, etwas was an und für sich gar nicht im Begriff Stelle 
liegt. Ich erinnere an meine obigen Ausführungen über den 
Punkt; wie man bei ihm (d, h. bei der Stelle aaz i^ox^jv) 
von jeder Form oder Gestalt abstrahiert, — denn mit dem 
Begriff der Ii"orm oder Gestalt ist unerl'ässlich die Vorstellung 
der Ausdehnung verbunden — also nicht von einem vieleckigen 
oder runden Punkt sprechen darf, ebensowenig ist es möglich 
die Stelle mit Linie oder Fläche ku identifizieren, weil wir 
damit der Stelle eine Form geben würden. 

Becker fährt fort: 

„§ 2. Nicht der Teil des Eaunies oder die Stelle iu dem- 
selben, als welche uns ein Korper, eine Fläche oder Linie er- 
scheint, ist Gegenstand geometrischer Betrachtung, sondern 
die Gestalt (Figui), unter dei dieser Raum begrenzt oder jene 
Stelle im Räume ausgedehnt erscheint." 

Auch diese Erklärung mufs mit gewisser Vorsicht auf- 
gefafat werden, scheint es doch fast, als wenn Stelle und Raum- 
teil identifiziert würden, was jedenfalls uicht geschehen darf.^) 

') Oder genauer iiusgc drückt., clai's wir uns des Bcgi'ilTes Fliiclie etc. 
klar tiewurst sind. 

') Denn die Stelle ist ausdeliuungslos, direkte NtgM,lioji des lla,iitiies. 
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Bocker, J. K./) Lehrbuch der Elementai'- Geometrie. — 
Berlin 1877. 

p. 4. Flächen, Linien und Punkte kijunoo nicht nur an 
Körpern, als deren Grenzen, wahrgenommen, sondern aucli 
selbständig als Stellen (Orter) ini Räume gedacht werden. 



Behl, Darstellung der Planimetrie nach induktiver Muthode. 
Hildeaheim 1886. 

„Denkt man sich einen beliebigen Teil des Raumes all- 
seitig begrenzt, so wird dieser allseitig begrenzte Teil des 
Raumes „Körper" genannt. Während der Raum eine Bewegung 
nach nnendlieh vielen Richtungen (Dimensionen) gestattet, fasst 
man bei den Körpern diese unendlich vielen Richtungen in 
drei zusammen, nämlich in Länge, Breite nnd Höhe." 

„Die Begrenzungen der Körper sind die Flächen. Diese 
sind aber nicht als zu den Körpern gehörig zu betrachten, 
sondern sie sind etwas für sich selbst Bestehendes.^) Während 
die Körper nach drei Dimensionen ausgedehnt sind, ti-itt bei 
den Flächen eine Dimension zurück, sie sind nur nach zwei 
Dimensionen aiisgedehnt, nach der Länge und Breite. Die 
Grenzen der Flächen sind die Linien " 

„Der mathematische Punkt ist nur etwas Gedachtes; er 
existiert nur in der Vorstellung." 

Bebl läfst vollständig im Unklaren, wie man von den 
unendlich vielen Richtungen im Räume zu den drei Richtungen 
des Körpers gelangt, warum man gerade drei herausgreift.^) 

') Man vergleiche auch: Becker, J. C, Die Grundlagen der Geo- 
metrie. — Sobl. Z. XX. 445. — nnd: Becker, J. C, Über die neuesten 
Untersuchungen in Betreff nnaerer AiiBchaunngen vom Räume. — Seh!. 
Z. XVII, 314; beBpvoohen ist das "Werk in H. Z. X. p. 432—427. 

^) Das ist doch per primum nicht richtig. 

^) Auch ist die gewählte Au sdiucks weise geeignet, zu irrtmnliciier 
AuffassiiDg zu verieifen. Nicht mit im Körper ist von einem Punkte 
aus eine Bewegung nach unendlich vielen Richtungen möglich, sondern 
sogar auch noch iu der Fläche. Eine genauere Untersuchung wurde auf den 
Unterschied voa einfacher und mehrfache!' Unendlichkeit (Mannigfaltig- 
keit) Bezug nehmen müssen. Jedenfalls ist auch noch in der Fläche 
eine Bewegung nach unendlich vielen Richtungen möglich. 
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Hier ist otTenbar eiuö Lücke in der Erläuterung, wodurch 
allerdings eine Schwierigkeit leicht übersprungen wird. Wenn 
Belli sagt, dafs die Flächen nicht als „zum Körper gehörig zu 
betrachten" sind, so meint er wohl, dafs sie nicht als Teile 
des Körpers aufzufassen sind. Denn de natu gehören die 
Flächen allerdings zum Körper und sind nicht ursprünglich, wie 
Behl sagt, als „etwas für sich selbst Bestehendes" aufzufassen, 
so wenig wie Linien und Punkte. Schliefslich sagt Behl vom 
Punkte, er sei nur etwas Gedachtes, er existiere nur in der 
Vorstellung: gilt denn von mathematischen Körpern, von der 
Fläche und Linie etwas anderes? Existieren diese etwa wirk- 
lieh? Sie sind doch ebenso wie der Punkt nur etwas Gedachtes 
und existieren, wie der Punkt, auch nicht einmal in der Vor- 
stellung.*) Der Punkt steht in seinem Verhältnis zur mensch- 
lichen Vorstellung auf derselben Stufe wie Flächen inid Linien, 
sie sind allesamt uuvorstelibai', weil keine reellen Bilder der- 
selben existieren; anders ist es mit dem mathematisclieu Körper. 



Brewer, Lehrbuch der Geometrie ~ Düsseldorf 1822. 

Nach der üblichen Erklärung vom Körper und dem Über- 
gang zur Fläche als der Grenze des Körpers fährt Brewer fort; 

„Die Schwierigkeit, welche die Anfänger bei dem Begriffe 
der geometrischen Fläche finden, rührt daher, dal's sie sieh 
dieselbe abgesondert von dem Körper, unter irgend 
einem körperlichen Bilde vorstellen wollen. 

Allein es ist unmöglich, sich dasjenige unter einem körper- 
lichen Bilde vorzustellen, dessen Wesen darin besteht, dafs es 
kein Körper ist. Die geometrische Fläche ist wirklich, aber 
nur an den Körpern; sie läfst sieh ebensowenig von dem Körper 
trennen, als sich die Grenze vom Begrenzten trennen läfst." 

„Legt man zwei genau abgeschliffene Lineale mit der 
£achen Seite aufeinander, so werden sie sich überall berühren; 
das, was sie trennt, ist eine geometrische Fläche im strengsten 
Sinne des Wortes."^) 

') WcDD sie als sclbatTinJige Gubilde aufgefasst werduc. 
'') Man vergleiclie das oLen angeführte Beispiel von Wasser und Öl 
in eiüom Gefilfse. 
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„ObschoH wir durch keines unserer Werkzeuge eine geo- 
metrische Linie abgesondert von der Fläche darstellen können, 
so giebt es doch au deu von uns physisch dargestellten Linien 
wirklich geometrische, z. B. die linke oder rechte Seite einer 
Bleistiftlinie ist eine geometrische Linio."') 



Dronke, Die Elemente der ebenen Geometrie. — M.- 
Gkdbach, — geht vom Punkte aus, der „keine Ausdehnung, 
sondern nur eine Lage im IJaume" hat.^) 



Ehenaperger, Leitfaden der Geometrie. — Nürnberg 
1850. — entwickelt die Banmgebilde vom Körper^) ausgehend, 
als Grenzen. — Er fährt dann fort: 

§ i. „Körper, Flächen und Linien können vergröfaert 
und verkleinert werden und sind also Gröfsen. Der Punkt, 
welcher nicht vergrÖfsert oder verkleinert werden kann, ist 
demnach keine Gröfae; er kann nur gedacht werden'') und 
bezeichnet blofs eine Steile im Ranme." 



Euklid, Elemente. — ed. Dippe, Halle, — geht bokaiint- 
lieh vom Punkte aus, den er definiert: 

„Ein Punkt ist, was keine Teile hat." Dals diese De- 
linition ungenügend und unhaltbar, ist schon daraus erwiesen, 

') Die Darstellung Brewers stimmt mit meinen Ausführungen im 
wesentlichen überein ; aiicli hier wird der Hauptpunkt der Schwierigkeit 
darin gefandeo, daft eben mir Körper TOrstellbar sind und dafn alle ver- 
meintlichen Votstellungen von Flächen, Linien und Punkten nichts anderes 
als körperliche Bilder oder stell vertrete ade Vorstellungen sind, 

') Die Definition deB Punktes ist uicit ohne Geschick umgangen. 

") Der deflnirt wird als; „eine Gröfse, ■welche nach drei Richtungen 
ausgedehnt ist." „Ein physischer Körper ist zugleich ein geometrischer, 
aber nicht umgekehrt." ^ Diese Bemerkung ist recht gut. 

*) Plilohen und Linien können auch nur gedacht werden. — Darauf 
dafs Plächen und Linien nicht ganz beliebig — nach allen Richtungen — 
vergröfsert resp. verkleinert werden können: auf diese Hanptschwierig- 
keit, die zugleich die Eaningobilde als Gröfsen gaiia besonderer Art 
eh arakteri eiert, wird nicht eingegangen. 
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dafs sie nui- eiu negatives Moment enthiilt, das aufserdem dem 
Punkt nicht einmal allein zukommt. Ebenso sind die folgea- 
(!en Definitionen von Linie und Fläche wenig klar, aber es 
ist hier, wie ich in der Einleitung herTorgehoben, zu bedenken, 
dafs Euklids Elemente sicher kein Schulbuch sein sollten, 
sondern für schon ausgebildete Mathematiker bestimmt waren. 
Inwiefern die Erklärungen in dieser Hinsicht zu beurteilen 
sindj möge hier unerörtert bleiben. 

Kober spricht sich in einem Aufsatz in der Hoffmann- 
schen Zeitschrift, Band I, p. 228—236 über die Definitionen 
der geometrischen Grundbegriffe aus, den er mit folgenden 
Worten einleitet; „Die Geometrie soll durch die Schärfe ihrer 
Entwicklungen den übrigen Wissenschaften als Mustor dienen; 
es ist also vom wissenschaftlichen, wie ganz besonders vom 
pädagogischen Standpunkte unabweisbare Forderung, dafs alle 
Sätze und Erklärungen vollkommen klar gedacht und kor- 
rekt ausgedrückt, dafs die ersten Grundwahrheiten zur vollen 
Evidenz und geistigen Befriedigung des Schülers gebracht 
werden müssen." 

Es werden dann folgende Definitionen des Punktes ver- 
worfen: 1. „Ein Punkt ist, was keine Teile hat" (Euklid). 

Kober wendet sieh gegen diese Definition erstens wegen 
ihrer sprachlichen Unvollkommenheit und zweitens wegen ihrer 
Inhaltsleere, da sie viel zu allgemein ist. Es heifst dann weiter: 
„Ferner spricht diese Definition eine blofse Negation aus; 
bevor man aber negieren kann, mnfs man Vorstellung und 
Begriff haben von dem, was man negiert, man müfste also 
hier die teilbaren geometrischen Gebilde bereits kennen." 

2, „Ein Punkt ist, was keiue Ausdehnung hat." 

3. „Punkt ist, was keine Grbfse hat." 

Diese Definitionen sind im wesentlichen mit denjeuigeii 
Euklids identisch iiud unterliegen daher denselben Einwuii- 

Auch Hoffmann selbst widmet in seiner Zeitschrift unter 
dem Titel: Die Prinzipien des 1. Buches von Euklids Elementen, 

') Man vergleiche.* Friedlein, UntcrBiichung der sogen a unten De- 
finitionen Eero's, in H. Z. 17. p. 180. 
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den Grundbegriifen ausfuhrliclie Betrachtungen,^) aus denen 
hier das Wesentlichste wiedergegeben werden soll. Zuerst 
handelt es sich um die Euklidische Definition des Punktes. „Dies 
ist eine Definition mit verneinenderBestiiumung, sie ist also 
fehlerhaft; sie sagt nur was der Punkt nicht ist, aber nicht 
was er ist. 

„Überdies ist die Definition in Ermangelung des Gattungs- 
begriffes zu weit. Vergl. Drobisch Logik § 119, 4." In einer 
längeren Anmerkung polemisiert Hofl'mann bei dieser Gelegen- 
heit gegen „die gangbare Ansicht, dafs der Punkt ohne Aus- 
dehnung und Gestalt" sei, entsprechend seinen Ausfuhrungen 
in der Vorschule.^) — Dann wird Euklids Definition der 
Linien besprochen, Hoffmanns Bemerkung, dafs „die Er- 
klärung so klingt, als gäbe es auch eine Linie mit Breite" 
scheint mir nicht zuzutreffen, dagegen ist es richtig, wenn er 
sagt: „Wenn dem Begriff Linie das Merkmal Breite überhaupt 
und schlechterdings nicht zukommt, dann hat es keinen Sinn, 
dieses Merkmal im Denken wegzunehmen, es zn negieren." 

Die spätere Definition Euklids, die Grenzen der Linien 
sind Punkte, erkennt Hoffmann zwar als positiv an, spricht 
ihr aber die Berechtigung ab, „da sie nur erkläre, was ein 
Ding (Punkt) an einem andern (Linie) oder in Beziehung auf 
ein andres ist, nicht aber, was es an sieh sei." Hieran schliefsen 
sich unter Berufung auf Treudelenburg Bemerkungen gegen 
die „gangbare Ansicht", die die Raumgebilde (nur) als Grenzen 
auffafst. Besonders st-ehe dieser Auffassung die Erzeugung 
von Gebilden durch Bewegung entgegen.^) Es heifst gegen 
Ende des Artikels: „Zuvörderst fehlt Euklid die metaphysische 
Grundlage, die Entwicklung der Eigenschaften des 
Raumes, ohne welche in unserer Zeit ein Gmndlegung der 
Geometrie gar nicht mehr möglich ist," 

Speziell mit dem Punkt beschäftigt sieh auch eine kleinere 

') H.Z.llLp. 114— 143. — Man yergl. den offenen Brief E, Müllers 
an Hoffmaon in H. Z. III. p. 370—375. — ferner Hoffmann: Zu den 
geometrischen Grundbegiiffea; in H. Z. XV!. p. 339/42. 

^ Man vergleiche das betreffende Zita t und meine Anmerkungen daau. 

^ Man" vergieicnemeine eigenen Ausfährungen am Anfang dieses 
Kapitels. 
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Abliaiiiillung von Fresenius/) worin er „Eechensehaft ab- 
legt über den Gedanliengang, der ihn zu folgender Definition 
des Punktes verleitet hat": 

„Er (der Punkt) ist im Räume das objektive Abbild der 
im Subjekt empfundenen Unteilbarkeit dos Bewufstseius." Als 
entscheidend bezeichnet Fresenius die Beantwortung der Frage: 
„Welchen Einflufs auf die Art, wie uns die ganze Aufsenwelt 
erscheint, hat der subjektive, der Eiuzelstaudpunkt, den das 
Ich einnimmt?" Der Artikel schliefst mit den Worten: „der 
obige Satz ist allerdings keine Definition des Punktes, Aber 
dafs dieser Satz die Erklärung enthalten dürfte, wie wohl 
einzig eine so bestimmte und aligemein anerkannte Thatsache 
eines Orts im Räume, der absolut keinen Teil des Raumes 
ausmacht, in unser Bewufstsein gelangen konnte, das mufs 
ich noch immer festhalten. Einer Definition im strengen Sinne 
scheint mir allerdings, wie gesagt, der Punkt nicht fähig zu 
sein. Sie wäre Abgrenzung von Dingen gleicher Gattung, Er 
aber gehört woh! zu keiner Gattung, sondern ist sui generis 
und ein Ursprüngliches," 

Fabian,^) Lehrbuch der Mathematik. ■ — Lemberg 1876, 
sagt vom Punkt „er bildet keinen Teil des Raumes und be- 
sitzt keine Ausdehnung." Da diese Bemerkung bei den Flächen 
und Linien nicht gemacht wird, so mufs angenommen werden, 
dafs Flächen und Linien nach der Ansicht Fabians Teile des 
Raumes bilden, d. h. nach der eigenen Erklärung Fabians 
Körper. Das ist doch ein arger Widerspruch. Man sieht, 
dafs man bei den Grundbegriffen ungeheuer vorsichtig sein 
mufs, da selbst durch eine Auslassung oder durch einen 



') Tu H. Z. IV. p. 350—354. — Man vergleiche: Fresenius: Die 
Raumlehre, eine Grammatik der Natur. Entwurf zu einer genetischen 
Schulxnethode der Elementargeometrie. — Besprochen ia H. Z. VI!, p. 
64—67. — Es heifst in der Rezension: „Nirgends wird definiei-t, nur an- 
geschaut," und an einer andern Stelle: „Der Verfasser ist kein wissen- 
schaftlicher SkrupuUnt, sondern nimmt diese Definitionen (der ans der 
Anschauung abgelo/teten Begrifte von Körper, Flilche, Linie, Punkt) ein- 
fach, wie sie sich dem heschauenden Geiste ergeben." 

=) B, sprechen m H Z VII p. SÖß- 299. 
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an sich richtigen Zusatz ein Mifs Verständnis hervorgerufen 
wer<Jen kann. 

Dafs Fabian dies nicht wirklich so verstanden wissen 
vfoUte, geht aus einer späteren Stelle hervor, wo er sagt: 
„Ein Punkt kann aus keinem Stoffe gemacht, er kann nur 
gedacht werden." „Ebensowenig kann eine Linie aus einem 
Stoffe gemacht oder auch nur gezeichnet werden. Man kann 
sie nur in Gedanken begreifen."') 



Feanx, Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — Pader- 
born 1882. — geht vom Punkte aus und läl'st die übrigen 
Gebilde durch Bewegung entstehen, ohne überhaupt auf die 
Grenzbezieh nn gen einzugehen. Bei der Definition dea Punktes 
fügt er hinzu „der Punkt ist in der Raumlehre gleichsam das, 
was die Null in der Zahlenlehre ist." Ob diese Anmerkung 
eine glückliche ist und dieser Vergleich geeignet, den Begriff 
Punkt klarer zu machen, scheint mir doch zweifelhaft, wenn 
auch die Berechtigung eines derartigen Vergleiches anerkannt 
werden soll.^} 

Frischauf,^) Elemente der Geometrie. — Graz 1870. 

„Da die Flache Grenze eines Körpers ist, so bat sie /,wei 
Seiten,^} eine gegen den Körper zugewandte imd eine von 
demselben abgewandte. Dasselbe gilt auch von der Linie 

l^ Die Bezeichnung dei laumlichen Gel ilde als BegiitFe i ne reis 
Denkens i«t die aUein iichtige dei falsche AiiRdnick VoieteUungen — 
der anb Bequemlichkeit vietlei ht mehi als aus wiikln-hei Übei^eitgmp 
meist angewendet \ind — sollte mogl ch t vei mieden w iden 

'i Doch tDnfete diese Ver^leichung achon oler auch bei Fl i hi nid 
Lime angestellt werden 

ä) Bespiochen in H Z 11 i 'S?— 61 

') Mm veigleiche hitrzu meine Auafthrimgen lei den Begnfl lei 
'^elte he den Fliehen I inien uod Punkt"!! — Was rarf,n sich unter den 
i eiden entgegen gesetzten Seiten eines Punktes an denl en habe ist mii 
unklai Bei der Fläche ist diese Betrachtung ja m gewiaaem Sinne 
1! hhg — wenn man Blüh des eigentlichen Begiiffes Seite bewufiit ist 
wud man \or falschei Auffassung bewahrt — abei bei Lmie und Punkt 
verliert sie jede BeiecltioUng wenigstenh diirfte man diun doch nicht 
von 1 n leilen eutt,egeaoesetzten Seitei [ucln.n 
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und dem Punkte. Diese beiden Seiten werden entgegen- 
gesetzte Seiten genannt." 

Während znerst die räuniüclien Gebilde ans dera Begriff 
der Grenze entwickelt werden, wird dann auch ilire Erzeugung 
durch Bewegung angegeben. 

Gauss, Hauptsätze der Elementar- Mathematik. — Bunzlau 
1885. 

„Der Raum ist teilbar. Dasjenige, was einen Teil des 
Raumes von dem andern trennt, heifst eine Fläche." 

„Jede Fläche ist teilbar. Dasjenige, was einen Teil der 
Fläche von dem andern trennt, heifst eine Linie." 

„Jede Linie ist teilbar. Dasjenige, was einen Teil einer 
Linie von dem andern trennt, heifst ein Punkt." 

„Jeder Punkt ist unteilbar." 

„Die beiden Teile einer Linie, welche durch einen Punkt 
voneinander getrennt werden, heifsen die Seiten des Punktes. 
Die Linie erstreckt sich zu beiden Seiten des Punktes in die 
Länge; sie hat eiue Dimension: Länge." 

Analog wird denn auch für Linien und Flächen der Aus- 
druck „Seiten" gebraucht; jedenfalls ein eigentümlicher Ge- 
brauch, der sich wohl kaum empfehlen dürfte,') 



Gernerth, Grundlchren der ebenen Geometrie. — Wien 
1857. 

Nach Betrachtung der Flächen etc. als Grenzen heifst es, 
„die Grenzen einer Raumgröfse gehen nur au, wo diese Raum- 
gröfse ihr Ende hat, ohne selbst ein Teil dieser Raumgröfse 
zu sein. Daraus folgt: „Es kann kein Teil eines Körpers eine 
Fläche, kein Teil einer Fläche eine Linie, kein Teil einer Linie 
ein Punkt sein, weshalb sich auch aus Flächen kein Kijrpcr, 
aus Linien keine Fläche, aus Punkten keine Linie zusammen- 
setzen läfst." 

Die Entstehung der höheren (mehrfach dimensionalen) 
Gebilde durch Bewegung der um 1 niederen wird dann noch 



') Man vergleiobe die vorlicrgohende Anmerkung. 
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ausführlicher besprochen; auch auf die Vcrsiunliehung (Ve. 
sinnbildlich ung) wird genauer eingegangen.') 



Gilles, Lehrbuch der ebenen Geometrie.^) — Heidelberg 
1877. 

Wir finden bei Gilles die Greiizenbetracbtung ganz bei 
Seite gelassen und nur die Entstehung der Gebilde durch Be- 
wegung behandelt. Hierbei zeigen sich verschiedene von dem 
gewöhnlichen Gang abweichende Ansiehtenj so dafs sie hier 
ihre Stelle finden müssen. 

„Die beginnende Bewegung ist der Punkt. ^) Derselbe 
hat keine Ausdehnung. Durch die Bewegung des Punktes 
entsteht die Linie. Dieselbe hat eine Ausdehnung, welche 
Länge lieifst. Obwohl aber die Linie durch die Bewegung des 
Punktes entsteht, besteht sie doch nicht aus Punkten, da das 
Ausdehnungslose nicht durch Summierung ein Ausgedehntes 
werden kann.*) Bei der Entstehnng der Linie finden wir, dafs 
die Bewegung, wodurch dieselbe entsteht, eine dreifache Thätig- 
keit ist:^) die erzeugende, die zusammenfassende und die zu- 

') So heiPst ea z B Auf dem Papieie veisianhclit maa Punl-te 
entwedei d uch spljr ftine Stiche mit einer ZiikeUpitze odoi einei runlttier 
nadel odei duich sehi klemo riecko von Tmtp Tu^ch odei Bleistitt 
Daf^ solche Stiche oder H cke und Stiii-he Dicht wukhche Punkte uni 
Limen lind ist klar denn wenn sie auch noch so klein und fsin Bind 
so hihen die erstPren doch eine, wenn, auch sehi kleine Antdehnnng in 
die Länge, Breite und Dicke weil sn sonst nicht sichtbar sein 

könnten 

') Besprochen in H Z IX durch Soherling Es heirst daim Ubei 
kau|t können wir uns mit der Entwickling dei Rannigetildi, hi le 
dei Verfissei giebt nicht em^ertiadrn eikluen 

■') Sowohl dieaei Anadiuck wu- pin ge dei lolgendcn sind wcni.^ 
glücklich gewählt Wis soll das heifsen dei Punkt i'it die beginnende 
Bewegingr' Hier werden zwei voneinandci ganz veiachiedene Begriff 
vermengt au dem Beguffe Pun! t etwa« ginz Neueij mit ihm ^ai nicht 
in Vcibiodnag Stehendes hmaugetliaii 

') Veigl oben Feaus 

') Auch dieser Ausdiuck die Bewegung ist eme dieifiche Tiiätig 
1 eit dmfte kium berechtigt und geeignet sein Mifsieittandmss' hei 
votauiufen Vielleicht steckt jedoch eiQ richtiger Kein dann, wenn 
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rück wirken de TLätigkeit. Die erzeugende Thätigkeit würde 
für sich allein immer nur einen Punkt in wechselnder Lage 
liefern. Erst durch zusammenfassende Thätigkeit, durch welche 
die verschiedenen Lagen festgehalten werden, entsteht das aus- 
gedehnte Gebilde. Die zusammenfassende Thätigkeit ist nicht 
möglich ohne ßückbewegung, durch welche auch das Gebildete 
begrenzt wird.*'^) 

Heinze, Elementar-Geometrie. — Berlin 1877. 

Heinze verzichtet auf Definition von Körper, Fläche, Linie 
im allgemeinen, indem er den Körper gar nicht erwähnt, von 
Flächen nur die Ebene, von Linien nur Gerade und Kreis. 
An die Spitze seiner Geometrie stellt er den Lehrsatz: „Der 
Ort, in welchem ein allmählich abnehmendes Ding aufliört Kaum 
einzunehmen, ist der geometrische Punkt."^) 

Hcuriei und Treotlein, Lehrbuch der Elementar-Geo- 
metrie.") — Leipzig 1881. 

Fläche, Linie und Punkt werden aus dem Grenzbegriif 
entwickelt, wobei aber der Begriff der Seite wieder fälschlich 
gebraucht wird. Dann heifst es weiter: 

„Die Geometrie betrachtet jedoch die geometrischen Ge- 
bilde niclit blofs als Grenzen, sondern losgelöst voneinander 
und willkürlich zu geometrischen Figuien zusimmen^e 
stellt Wir können namlich diese Gebilde ■luch ^om Punkte 
ausgehend, entstehen lassen oder entstanden denken duruh ße 

namlich det pa> f hologische Vorgang beim betiichtei den S bjeltr' li 
duich zergliedert werden soll 

') Die z ir icl wiikende Tli itiglicit lei di-i Ä iffa. iuug dei in,vi i-^i ng 
duifte doLh wohl mit d r Bu^ammtufassendca identisch «ein 

^) 'iehoa in dem. Vorwoit bedient sich Heinze diese' Au'sdncks 
und fügt hmzn Bhi jedem kuiperlichen Dinge das auf dieselbe Wei e 
b s es yerB:,liwindet ibnimmt eilnlt man dfiuolben geometi lachen Punkt 
wiedei ei ist lUo ein i lenbBchei Die Ableituag des Punktes iita 
der Grenzbetrachtunj, wiid a isdriickln,h als falsch bezcichn t Di wird 
dann noch gezeigt dafs man dbeiiU einen geometri'jchen Pinkt i 
nehiren odei setzen könne nnd auf lie Bezen-küung dei Pinkte ein^t 
gangen 

■>) Ifsiroüi n 10 H / MIl i 220 2 nn 1 \VI p 33 41 
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weguug. Da wo ein Gebilde nilit ist seine Stelle; wenn diese 
in Bezug auf ein anderes Gebilde bestimmt wird, heifst sie 
seine Lage." 

Bei der genaueren Betraelitung der Gebilde durch Be- 
wegung entstanden heifst es unter anderem: 

„Denkt man sich einen Funkt stetig bewegt und fafsf 
mau die Lagen, in welchen er sich nacheinander befindet, alle 
zusammen, so gewinnt man die Vorstellung einer Linie: unter 
Linie versteht man also die Gesamtheit der Lagen 
eines bewegten Punktes, den sog. geometrischen Ort 
desselben/") _ _ 

Hoch, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Halle 1884. 

Nach der Erklärung von Flächen etc. als Grenzen heifst es: 

„Die Körper, Flächen und Linien sind die einzigen im 
Räume ausgedehnten Dinge iind heifsen daher Eaumgröfsen." 
„Die Körper, Flächen und Linien können nach Gestalt, Grofse 
und Lage miteinander verglichen werden. Die Punkte jedoch, 
als Grenzen von Linien, haben keine Gestalt und Gr'öfse, können 
demnach nur in Bezug auf ihre Lage miteinander verglichen, 
werden." 

„Hinterliifst ein Punkt bei seiner Bewegung eine Spur, 
so erzeugt er eine Linie" etc. 



Hoffmann, J. C. V.,^) Vorschule der Geometrie. — 
Halle 1874 sa^t unter 'anderem indem er den Grundbegriffen 
1 fuh 1 h B t a 1 1 n 1 t 

)D t df gn M mm P U 1 h it M 1 
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)Bi h HZVp33 — 43 
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„Willst du dir aber die Fläche abgesondert vom Körper 
(isoliert) vorstellen, so kann sie dir sclion ein feines Papier- 
blatt veranschaulichen; denke dir aber die Dicke desselben, 
die doch ohnehin schon sehr gering ist, so uuermefslich (un- 
endlich) klein, dafs, wenn man sie noch kleiner oder das Blatt 
noch dünner machen wollte, die ganze Flüche verschwinden 
(oder der Null gleich werden) würde (man sagt auch, die Dicke 
grenzt an Null). Man nennt dieses „unendlich dünn machen" 
in der Gröfsenlebre „von der Dicke abstrahieren" (sie weg- 
denken)."^) 

Ähnliehe Betrachtungen stellt H. bei der Linie und dem 
Punkt an. Bei dem letzteren fiigt er noch hinzu „er (der 
Punkt) ist gewissermafsen der Keim (Embryo) der Linie."^) 
Ferner: „Hat er Ausdehnung? Nur die kleinst mögliche." „Er 
hat die Ausdehnung eines Atoms. Sonst — wäre er ein reines 
Nichts."') 

„Das anschauliche und bewegbare*) Bild eines solchen 



) Die Auäfühiungpn Hoffmanne müssen mit gioftei Yoisicht auf 
genommen werden Soll der Btgriff FUche prliuteit weiden « sind 
sie entschieden filsch ebeneo wie die Bemeiknng dafa von der Dicke 
at stribieren beleute unendlich dinn denken Soll dagef,en die Voi 
stellbarkeit geschildeit werden so können die Bemeikuugen von Nutzen 
sein immei abei hättt betvoi^ehoten weiden müssen diff, auch dieses 
unendlich duna gedachte BUtt in Wahrheit noch eioen Koipei lepri 
sentiere und dafs ea sich auch in diesem Falle nui um ein ^ eiiii 
Bohaulichen handle Selbst m einei Voischule der Geometiie m ifs 
auf diesen wesentlichen Unteischied von unendl oh dinn nnd Null ein 
gegangen weiden da duieh ihre (ileiohsetznng von vomheitin falsche 
Voistcllinf,en hprvo j,eiifen weiden 

) Aucl diese Bemerk mg ist enteoiiieden fal ch dm wenn d i 
Puntt dei Ee m der Linie gemnnt wiid so geht ^laiaus hei v Di dal 
wii durch Zusammensetzung von Punkten eine Linie eihalten waw dai i 
konseqnentei Wene dazu fühlen wutde ins Linien Flachen unl ais 
Flächen Korjer zusammeniusetauo Man vergleiche meine ohij,en Aut 
filhniDgon Übel die Elemente 1er geomet üchen Gel ilde 

*) Das ist er auch ebenso wie in gewisset Hinaicht Tl ichen uj 1 
Linien auch — Zudem bitte lei Pankt diese klein stmogliche Aus leb 
nung doch nach allen Richtungen er hatte drti Dimensionen d h dts 
waa uns hier geschildert wnd ist ein unenllich llcmet Koiper ibei 
kein Punkt 

*) Auch die« wideisiiicht meiner Aiffissuig — die ibiigen« von 

i. 1 I l [, ci t 1 nli 1 14 
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iinteilljareü Raumpiinktes in deiner Vorstellung ist dur ideal- 
mathematische Punkt."') 

In zwei besondereii Abschnitten geht dann H. noch ge- 
nauer ein auf die Erzeugung der läfaeh ausgedehnten Gebilde 
durch Bewegung eines (n — l)fach ausgedehnten, sowie um- 
gekehrt auf die Erzeugung der «fach ausgedehnten Gebilde durch 
die Annahme, dal's eine der Dimensionen des (n -\- l)fach aus- 
gedehnten Gebildes zu Null wird oder vielmehr sich der Grenze 
nähert. Er sagt: „Nur darfst da die Begrenzungselemente 
(Fläche, Linie^)) nicht bis zum volligen Verschwinden ab- 
nehmen lassen, weil du sonst ein Nichts (eine Null) erhältst, 
sondern du darfst sie uur abnehmen lassen sozusagen bis zur 
Schwelle des Verschwindens."^) 



Kambly,*) Die Elementar-Mathematik, IL — Breslau 1884 
Der Gang der Betrachtung ist der naturgemäfse. Dann 
wird noch hinzugefügt; „Es besteht also der Körper nicht 
aus Flächen, die Flache nicht aus Linien, die Linie nicht 
aus Punkten, Wohl aber entsteht ein Körper durch Be- 
wegung einer Fläche, eine Fläche durch Bewegung einer 
Linie, eine Linie durch Bewegung eines Punktes." 

„Eine Linie ist demnach der Weg eines sieh bewegenden 
Punktes." ___^_^__ 

Kober^) giebt die beiden Ableitungen der räumlichen 
Gebilde 1.) aus dem Grenzbegriff, 2) aus der Bewegung.") 

sehr Vielen ebenfallB ausgesprochen wird, Vei'gl. die Benierkimg zu 
Henrici und Treutlein. 

') Nicht der Punkt ist ein Bild von einer Vorstollung, sondern gerade 
nmgekehit die Vorstellung des Punktes ein Bild des Bcgrift'es l'nnkt. 

') Warum nicht auch Punkt? 

') Man vergleiche rnoine früheren Bernerkungen eu Hoffmaiiiis 
Vorschule. 

') Besprochen in Schi. Z. IV, 21 und in H. Z. VI, 304. Vergl, H. 2. 
Vn. p. 449—459. — Terner H. Z. IX, 190—194. 

^) J, Kober, Leitfaden der ebenen Georuetrie. — Besiirochcn in 
H. Z, V, p. 446—449. 

") Man vergleiche J. Kober, Über die Definitionen der geometri- 
schen Grnndbegriife. — H. Z. I. p. 228—236. 
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Köstler, Vorscliule der Geomcti-ie. — ■ Halle 1887. — 
Desgleichen, 

Köstler, Leitfaden der ebenen Geometrie. — Halle 1889. 

— Desgl. 

Komm ereil, Lelirbueli der ebenen Geometrie. — -Tübingen 
1882. 

„Jeder Körper wird von Flächen begrenzt/' 

„Wo zwei Flächen sich begegnen, entsteht eine Linie; 
Linien bilden demnach die Grenzen der Flächen." 

„Durch den Schnitt von Linien entstehen Punkte." 



Kries, Lehrbuch der reinen Mathematik, — Jena 1817 
behandelt Flächen und Linien durchaus als selbständige Gebilde. 

„Es ist aber nicht notwendig, sich bei Gegenständen der 
Ausdehnung jedesmal alle drei Abmessungen in Verbindung 
vorzustellen. Wir können von einzelnen Abmessungen ab- 
strahieren." 

So gelangt K. durcli Abstraktion zum Begriff der Flächen 
und Linien, ohne sie in Verbindung mit dem Körper, d. h. als 
Grenzen des Körpers überhaupt anzusehen. Von Interesse 
möchte noch der folgende Zusatz sein: „Länge, Breite und 
Dicke bezeichnen nicht bestimmte Richtungen der Ausdeh- 
nung, sondern drücken nur die Verschiedenheit derselben 
überhaupt ans. Wo alle drei Abmessungen zugleich vorkommen, 
da werden sie durch die genannten Ausdrücke bezeichnet, wo- 
bei es ganz einerlei ist, welche der drei Abmessungen man 
mit dem einen oder anderen Namen belegen will. Wo nur 
zwei Abmessungen vorkommen, werden sie durch Länge uud 
Breite unterschieden, ihre absolute Richtung im Raum oder 
gegen unsern Horizont mag übrigens sein, welche es wolle. 
Und so bezeichnet Lange bei der Linie die Einfachheit in 
der Richtung der Ausdehnung, sie mag übrigens hin- 
gehen, wohin sie will." 

„Der Punkt bezeichnet nur eine Stelle im Raum, ohne 
selbst einen TeiP) des Raumes auszumachen." 

') Flächen und Linien nehmen doch auch, keinen Teil des Eaumes ein. 
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Kroger, Leitfaden für den Geonietrie-Ünterrieht. -^ Ham- 
burg 1886. ~ Vergl. Kober. 

Kruse, ^) Elemente der Geometrie. I. — Berlin 1875 fügt 
der Entwicklung der EaumgrÖfaen und cfes Punktes aus der 
Betrachtung des Körpers noch folgendes hinzu: 

„Da die Fläche als Grenze eines Eauniteils kein Teil des- 
selben, die Linie als Flächengrenze kein Teil der Fläche sein 
kann, so ist die Ausdehnung der Fiäche beschränkter als 
die des Raumes, die der Linie beschränkter als die der Fläche. 
Diese Unterschiede will man ausdrücken, wenn man 
Linie, Fläche irnd Kaum als GrÖfsen von einer, zwei oder 
drei Dimensionen bezeichnet." 

„Punkt, Linie, Fläche, Körper sind die Raumelemente. 
Irgend eine Verbindung von Kaumeleraenten wird ein geo- 
metrisches Gebilde genannt." 

Der folgende §, in dem Kruse über die Erzeugung mittels 
der Bewegung handelt, wird wegen seiner allgemeinen Be- 
trachtungen weiter unten, wo ich den Begriff der Bewegung 
selbständig behandeln will, eine passendere Stelle linden. 



Kunze, Lehrbuch der Geometrie. — Jena 1851 fügt den 
Üblichen Betrachtungen, die er in naturgemäfser Folge giebt, 
hinzu : 

„Bei jeder Fläche lassen sich im Raum zwei Seiten unter- 
scheiden; ebenso bei jeder Linie in einer Fläche, und bei 
jedem Punkt in einer Linie."^) 

„Das Unterscheiden der beiden Seiten^) einer Fläche 
verdient vornehmlieh für die J^örperlehre beachtet zu werden. 
Es ist hier wichtig, sich die Oberfläche eines Korpers nicht 

') Besprochen in H. 1. VII. p. 212—222. 

„Wie haben es hier mit einer sehr tüclitjgea Arbeit au tkun." „Im 
ersten Hiinptstücke werden die Grondbegriffe entwickelt, die aus den 
drei EigenBchaften materieller Eörper: der Ausdehming im llaume, der 
Teilbarkeit nnd Beweglichkeit abgeleitet werden. Auf eine Defi- 
nition des Eanmes selbst lälat sich der Verfasset mit Recht nicht ein." 

') Vergl. meine obigen Ausführungen über den Uegriffdet Seile bei 
der Betrachtung der Flächen. 

■^) Vergl. die vorhergehende Erklilrung. 
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blüis von Jer äul'seren Seite vorzusteUen , wie sehr oft ge- 
schieht, soüdeni auch voii der inuereu Seite, wo sie ganz 
anders^) erscheint. Eiue Kiigelfläehe z. B. ist an der äurseren 
Seite erhaben, an der inneren hohl."*) 



Leesekamp, Die Elemente der ebeuen Geometrie.^) — 
Kassel 1879 — geht vom Punkt aus, von dem er sagt: 

„Ein Ort im Räume ohne jede Ausdehnung heifst Punkt." 
Die Übrigen Gebilde läfst er durch Bewegung entstehen, 
wobei er sich des Ausdrucks „Weg" bedient. 



Legendre, ed. Grelle. — Berlin 1844 — bringt die Deli- 
uitionen Euklids über Fläche und Linie, Dafs diese mizur^ichend 
sind, geht auch hier wieder hervor aus der Erklärung VIII, 
die Legendre im Eiiklidschen Sinne von dem Körper giebt: 

„Körper heifst, was drei Abmessungen hat." 

Man vergl. hiermit Erkl. I.: 

„Die Ausdehnung hat drei Abmessungen, Liinge, Breite 
und Höhe." 

So kommt miin zu dem merli würdigen ilusuUat; Die Aus- 
dehnung ist ein Körper. 



Lieber u. v. Lühnianu, Lehrbuch der E lerne ntiir- Mathe- 
matik. I. ~ Berlin 1877. 

„Man erkennt eine Eaunigrölse daran, dafs sie Ausdeh- 
nungen oder Dimensionen hat." 

„Deren können im Maximum drei vorkommen, aber es 
können auch weniger sein." 

„Eine nach allen Seiten rings bcgren/ic ilaumgröfse, 
welche drei Dimensionen besitzt, heifst ein Körper." „Steht 



') Auch hei der Ebene? 

') Beaser wSrde es heifsen: voa äer aufseren Seite (dem Eauroe 
anfterhalb) betrachtet erhaben, von der inneren Seite (dem Räume innev- 
halh) betraehtet hohl. 

=) Ccsproühen in H. Z. XII. p. VIO/U 
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man sich einen K&i-per vor, der sich zusammenzieht, so tlafa 
seine Dimensionen kleiner werden als jede noch so kleine Gröfse, 
so näliert mau sieli der Vorstellung eines Punktes."') 

Die Entstehung der Raumgehilde aua der Bewegung der 
imi eine Dimension niederen schliefst sich hieran au, 

Liese, Angewandte Element ar-Mathumiitik. [. — Herlin 
1875. 

„Der allgemeine llaum hat unendlich viele ÄusLlehnmigen 
oder Dimensionen, unter denen drei senkrecht auf einander 
stehende die Hauptrichtungen angeben; diese heifaen Länge, 
Breite, Höhe."-) 

„Ein allseitig begrenztes Stück dos allgemeinen Raumes 
heifst ein mathematischer Körper." 

„Er hat also auch drei Hauptausdehuiragen." Die Flüchen 
und Linien werden richtig erklärt. 

Mohler, Menger, vergl Kober. 

Milinowski, Die Geometrie für Gymnasien.'') — Leipzig 
18S1. 

„Punkt, Gerade, Ebene sind die Grmidgebikle der 
Geometrie." 

Mink, Lehrbuch der Geometrie. — Elbert'eld 1879, — 
Vergh Kober. 

E, Müller, Lehrbuch der Geometrie.*) I, — Braimschweig 
18 I 

) Man u hert s oh de Vo teil «o de abe nmogl h st J Jen 
fall t all d e e Ausdruck seh 1 be se als 1 i f 1 ^e 

Hoffman» Ver^l oben 

DerUnteahel onRhtagea al E it htn n i 1 
t, Hessen w rd st r ht g iierro gehoben 
) Beep hen n H Z XIII i 40 41 

) La lidnnen a s d eaem Vü algl eben Bn be daa f r 1 e C nl 
1 e [fe dp eometie lufserst we t oll st n r Lq zu An» be gemacht 

len We 3 cb f 1 en T 1 1 C o et t e e t Ic 

1 6 W k h n 11 t f a g leg ütl 1 t mj f hie L f 1 
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Nadi einer Erkläi'UDg der Eutstehuiiy der Fläche (Ober- 
ililuhe, Grenzfläche) lieifst es weiter: 

„Eine Obeifläclie wie aueb eine Grenzfläche ist Grenze 
der Extension des geometrischen Körpers nacli je zwei ent- 
gegengesetzten Gegenden. Die so begrenzte Ausdehnung nach 
zwei Gegenden versehwindet in ihr, wird in ihr aufgehoben 
und es bleibt statt der Ausdehnung des Körpers nach sechs 
Gegenden für die Oberfläche und Grenzfläche, also für die 
Fläche eines geometrischen Körpers überhaupt nur eine 
Ausdehnung nach vier Gegenden^) oder vier Ausdehnungen 
uach Gegenden, oder je zwei der Ausdehnungen nach ent- 
gegengesetzten Gegenden wieder als eine Ausdehnung be- 
trachtet, zwei Ausdehnungen schlechtweg." 

„Mit der Ausdehnung nach einer Gegend wird diese 
Gegend selbst in der Oberfläche oder Grenzfläche eines geo- 
metrischen Körpers überhaupt aufgehoben als Seite,-) ganz 
so wie sich das Aufserhalb und Inuerhalb in der 
äufseren und inneren Seite aufhebt. — Die Seite ist die 
der Obei-fläche oder Grenzfläche gebliebene Spur der Gegend, 
nach welcher die Ausdehnung des Innen- und Äufsenraumes 
\f a^oa einsehen Ivoipeis iufj,el o! en st 

Der A sf hrl chke t e Bet acht n^eu wege lion eu 1 e 

jen gen ber Flache L n e und P nkt u cht ve te 1 ler ai "e 

t ihit weidei e i k i-zei Ubeil 1 1 st dbei vegen dei E „eu 

it gl e t der Behi U ng laim m ^1 cl wen gbtens vhie 

1 iscl eml ch e n 1 zes Refe at i uveistindhcl I leil eu Es 

Uhe Eezensou tu et t n E Z I i "3—33 L e le c le t 
in t den Wo te Fefe ent st le Ans ht Ul vo ege les Eu h 
1 SBea TOtt eftl che "weiten schon mel fach angedeutet vo den s nd f 
len Lehrer de Mathemat k oa ginz he onde em \^ e te ae ä kann 
we u er e nmal 1 e C u 1 o -at Uungea se e W sseua haft ph loaoj h seh 
feetstelien 11 

) So unter ) det m □ 1 FH h les IIo out e H ma Is 
gegen len 

) De Seto st an d Fl-u-he und m tte d se am Ko [e I e 
Gegend st an ser hm D e e Unte seh e 1 st unhea htet gelass n venu 
miji B gt le E-ium dehne b ch na h allen &e ten li n a s ta t vo 

len S e e nee Ji i a ich llen (je enlen — Mi TCr„l meine 
ob„ A h 
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sei daher noebmals auf das Buch selbst hingewiesen, sowohl 
auf Teil I, dem diese Auszüge eDtnommen siud, wie auf Teil II 
Biuleitiiiig, wo sie zu kürzerem Ausdruck kouimeu. Von be- 
sonderem Werte ist auch die genaue Bestimmung des Begriffes 
tfrenze, die (las Verständnis der geometrischen Raumgebilde 
wesentlich erleichtert. ^__ 

H. Müller/) Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Leipzig 
1874 giebt die beiden üblichen Ableitungen (s. Kober) alier- 
tiinga nach dem Prinzip der Dualität, das er sogloicli au die 
Spitze seines Werkes stellt, 

Job. Müller, Lehrbuch der elenientafcen Planimetne. — 
Bremen 1870^) bezeichnet die Vorstellung des Ortes — ebenso 
wie die des Raumes und der Richtung — als eine einfache 
Grundvorstellung und sagt dann an einer anderen Stelle: 
„Indem man die Vorstellung des Ortes soviel als möglich ver- 
einfacht, erhält man den einfache» Ort, welcher Punkt ge- 
nannt wird." „Der Punkt hat keine Ausdehnung; denn ein 
Raumgebikle, welches Ausdehnung hat, enthält mehrere ein- 
fache Orter und ist deswegen selbst kein einfacher Ort." 

Die ßaumgebilde stellt er zuerst als durch Bewegung er- 
zeugt dar, dann erst als Grenzen. Drittens werden die Gebilde 
als abstrakte Gröfsen (Begriffe) behandelt. 

„Die Fläche ist nach unendlich vielen, doch iiielit luclir 
nach allen Rii^htungen ausgedehnt." . . . 

„Die Linie ist an jeder Stelle^) nur nach einer Rich- 
tung ausgedehnt und teilbar. 

') BespiOLlen in H Z V — p 44J— 154 

*) Beeprothen m Sctl Z V 61 ujid la H Z I j 155 In dei kta 
teren Rezension (voa ^i-hwarü Elmshom) heifat e^ u a Dil allgc 
meine Eintiihrung in den begenEtaud dei Betrachtung oJei, wenn man 
will die metaphj GiGcie Gnindlage ist gerade die schwache '-eite auch 
dieses Buches (AK besondeie Beispiele weiden die Qeiade und die 
Ebene eiw hnt ) — Sonst vfidient fibrigens auch die Iwnleitung die An 
erkennuBj, welche dem Weike im allgemeinen ankommt ''le giebt 
eine lilaie AnseinandeiBetzung über das Wesen der Satze und dei Be 
giiff lei Bowegung wiid sogle <Jh niher fLstgelegt und ali ein 

wichti^pf, Beweis, mittel mit Recht feitgehalt n 

1 ^^lb et, hchfit ^elt 1 c Bemeik i ij, 1 if h i difa n n Im 
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J. 11. T. Müller, Lehrbuch der Miithematik. — Hdle 1844. 

Maller giebt in klarer Darstellung die übliche Grenzab- 
leitung, wobei er durch eingestreute gut gewählte Fragen deii 
Gegenstand dem VerstUudnis nahe zu bringen sucht. 

Von besonderem luteresse für den Begriff der Seite ist 
folgende Bemerkung: 

„So lange die Linie in der unbegrenzten Fläche liegend 
gedacht wird, so lange lassen sich auch an ihr zwei Seiten 
unterscheiden. ') Denkt man sich dagegen die Linie abgeson- 
dert und im Räume liegend, so giebt es unendlich viele Seiten, 
von denen aus sie sich ansehen läfat." 

Sämtliche Raumgebilde werden dann noch weiteren, sehr 
eingehenden Betrachtungen unterzogen, die geeignet erscheinen, 
indem sie die Begriffe von verschiedenen Seiten beleuchten, 
das Verständnis aufser ordentlich zn fördern. 



Nagel, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Ulm 
giebt das Übliche in richtiger Darstellung. 



Pfleiderer, Scliolien zu EukUds Eleuieuten. — Stutt- 
gart 1827. 

Körper, Flächen, Linien werden nach üblicher Erklärung 
angegeben. Dann heifat es weiter: 

„Die Grenzen endlich einer begrenzten geraden Linie, so 
wie die Zeichen eines genau bestimmten Orts auf einer Linie, 
Fläche oder Körper, welche man also ohne alle Ausdehnung 
denken mufs, heifsen Punkte. Daher definiert sie Savilius 

Linie im allgemeinen nicht als nach nur einer Richtung ausgedehnt be- 
zeichnen darf, sondern daTa man mir für das Linienelement diesen Aus- 
drack wällen daif. Aber auch hier mufs man noch genau unteracheideu, 
wie aus meinen obigen AusfQhrungen über die Elemente der Raumgebiide 
lieryorgeht. — Vei'gl. aach Kapitel IV a. V. 

') Diese Seiten lassen sich aber doch nicht an der Linie unter- 
scheiden, sondern an der Fläche, in der die Linie liegt, d. h. auf der 
einen Seite von der Linie aus liegt der eine Teil der Fläche, auf der 
anderen der ändere. 
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{Lect. III) oieht unpassend iils MerkKeiclien einer unteilbaren 
Lage (Notas situs indirisibilis)." 

Mit dem Satze: „Die Begriffe von der Ausdehmmg aind 
den Geometem nicht eigentümlich, sondern schon in der ge- 
meinen Sprache imd Verkehr geläufig" stellt sich Pfleiderer 
auf den Standpunkt des a priori im Menschen liegenden Rauniea. 
Besonders geht dies auch aus den angeführten Beispielen her- 
vor, so u. a,: „Wer eine Elle gebraucht, giebt nur auf ihre 
Länge acht, nicht auf don Stoff, aus dem sie gemacht ist, 
ihre Dicke und übrigen Eigenschaften." Punkte und Linien, 
die wir darstellen, sind immer Körper, bei dem einen ab- 
strahieren wir von aller Ausdehnung, bei dem anderen von 
jeder aufser der in die Länge. — (Kobert Simson nach Matthias 
Auszug. Magdeburg 1799. — Hauber Chrestomathia geome- 
trica. — Tübingen 1820.) 

Aus Eiiatners Abhandlungen wird u. a. zitiert: Die 
mathematischen ßaumgebilde Punkt, Linie, l'lilche werden 
„freilieh vom Auge nicht gesehen, aber bei dem, das das Auge 
sieht, können sie vom Verstände gedacht werden."') 

Da die Benennungen der geometrischen Gebilde „nichts 
in ihrer Bildung haben, das auf äufseres Erscheinen an einem 
Körper deutet", so ist es „methodischer, von der körperlichen 
Ausdehnung anzufangen", und von ihnen ausgehend „die Grenzen 
wab rz uneh m en". 

„Euklid scheint von einem Nichts anzufangen." „Die üe- 
flnitiou (dos Punktes) scheint blofs zu sagen, was das Ding 
nicht ist; und sollte doch sagen, was es ist." 

„Also setzt sie zum voraus, man verbinde mit dem Worte 
einen klaren Begriff . . ."'^') 



Rausenberger, Die E lern entarge ometrie ete.^) — Leipzig 
1887. 

Auf die Grenzbetracbtungen folgt die Bemerkung: 

•) Sehr richtig! 

') Die abi-igeii Zitate Pfleiderers an dicsoi- Stolle werden von 
mir anderweitig verwertet, 

^) Auäführlicli bcsprodu'n ia H. Z, XX, 517-520. 
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„Wie uns iliy Anschauung lehvt, ist ein Funkt keiner 
weiteren Zerlegung fähig; er ist das letzte Element, zu dem 
uns unsere Beti-achfcung ^) führt." 

Es heifst dann weiter: 

„Sowie wir der Anschauung die Begriffe des Punktes, der 
Linie, der Fläche und des Körpers entlehnen mufsten, ohne 
eine eigentliche Definition derselben, d. h. eine logische Zurück- 
führuug auf einfachere Begriffe geben zu können, so . . ." 



Becknagel,*) Ebene Geometrie. — München 1885. 

„Für die Vorstellung einer BTäche, die nicht Grenze (Ober- 
fläche) eines Körpers wiire, giebt uns die Erfahrung keinen 
Anhaltspunkt. Doch pflegt man in der Geometrie auch au 
Flächen zu denken, ohne sich den Körper, den sie begrenzen, 
zugleich vorzustellen, d. h. man abstrahiert vom Körper." 

„Es läfst sich der Punkt auch unabhängig von der Linie 
denken als einzelne Stelle im Räume; Linie ... als Spur eines 
bewegten Punktes etc." 

Reidt, Anleitung zum mathematischen Unterricht.^) — 
Berlin 1886. 

„Der Unterricht beginnt in der Regel mit einer Erörterung 
der Begriffe Körper, Fläche etc." 

„Man hüte sich hierbei vor dem Bestreben, diese Begriffe 
metaphysisch-abstrakt festzustellen und begründen zn wollen; 
dafür hat der Anfänger absolut kein Verständnis. Es mufs 
hier genügen, dieselben anschaulich klar zu machen."'^) 

') Aber doch die denkende Betrachtung, nicht die anachaueade. 
Es kann uns also auch, nicht die Anschauung über den Punkt be- 
lehren. Man vergleiche die weitere Ausführung Rausenbeigers, worin 
er mit sich im Wideiflprui.h priji.heint wenn ei 'igt, dafs wir der An- 
Bchaunng einen Begiift entlehnen 

=) Besprochen m H Z III p 282 - Eefeiont (Hoffmann) eiiipiiehlt 
das Buch angekgentlichst 

^) AnefühiliLh und sehr aneikennend bespiochen von H. Stade in 
H. Z. XrS p 191—302 

*) Mit dieser Weisung des lusgezeichneten Pädagogen wird wohl 
jeder Lehiei emvi-isiii leu aem aber irgend w tnn im Laufe des geo- 
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„Dafs eine Fläche die Grenze eines Körpers ist, dafs die- 
selbe keine Dicke, wie die Linie Iceiae Breite, der Punkt keine 
Länge hat, das versteht der Schüler leicht, zumal wenn ihm 
nicht von vornherein zugemutet wird, bei der Fläche vom 
Körper zu abstrahieren^), jene also von diesem gelöst sieh 
vorzustellen. Vielmehr ist hier ausdröcklieh zu bemerken, dafs 
Flächen nur an Korpern u. s. w. vorkommen können. Der 
Schüler wird dann auf erläuternde Fragen, z. B.^) wie tief 
man mit einer Nadel in einea Körper hioeiustechen dürfe, da- 
mit die Spitze derselben nicht aus der Grenzfläche heraus und 
in das Innere des Körpers hinein gelange, von selbst die Ant- 
wort finden: gar nicht." 

Die Entstehung der Gebilde durch Bewegung ist verständ- 
lich, jedoch mufs besonders darauf aufmerksam gemacht werden, 
dafs es sich nicht um ein „Aneinanderreihen" von Punkten 
handelt, oder um ein „Aufeinanderlegen" von Flächen resp. 
dafs wir auf solche Weise nicht zu Gebilden höherer Ord- 
nung gelangen." 

Dagegen verwirft mit Kecht ßeidt für den Anfang alle 
abstrakten Untersuchungen und unklaren Definitionen, wie die 
Euklidsche vom Punkt, indem er auf deren Schwierigkeit hin- 
weist. Es heifst dann weiter: 

„Wir müssen vielmehr im Unterricht eine Anzahl von 
GruntEbe griffen als durch die äufsere und innere Anschauung 
gegeben annehmen . . ." 

Die einfachsten Grund begriife^) dürfen als gegeben voraus- 
gesetzt werden und bedürfen höchstens der Erläuterung und 
Erklärung. 

metciBohen Unterrichta müfste doch einmal wieder auf die Grundbegriffe 
zurückgegriffen werden und ihnen eiae eingehendere Behandlung ala die 
angegebene gewidmet werden. 

') Mir erscheint auch diese Forderung erfüllbar. Würde man die 
Flä«he etc. nur als Grenze den Schüler auffassen laäsea, so würde doch 
zu viel Unklarheit in der VorBtelluog aurückbleiben. 

^) Die Vorzüglichkeit dieses Beispiels ist schon an anderer Stelle 
hervorgehoben. 

^) Eeidt rechnet dazu auch den Winke!. — Man vergleiche meine 
Ahhandlnng, Zur Definition des Winkels, in H. Z. XX. p. 481 (Anm.) 
und die dem vorliegeEden Bande vorangehende Studio p. 27. 
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ßeidt, Die Elemente der Mathematik.') II. — Berlin 
1888. 

Nach Vorübungen an bestimmten Körpern behandelt Reidt 
die Grundbegriife nach den von ihm in der Anleitung gege- 
beneu tfrundsiitzeii, die hier nicht wiederholt zu werden bvsiuchen. 



Rottock, Lehrbuch der Planimetrie. — Leipzig 1888. 

— Vergl. Kober. 

itnmmer, Lehrbuch der Elementargeometrie. — Heidel- 
berg 1869. — Vergl. Kober. 

Sadebeck, Elemente der Geometrie. — Breslau 1872. 

— Vergl, Kober. 

Schindler, Elemente der Planimetrie.^)^ Berlin 1883. 

„Geometrischer Körper heifst die Ausdehnung eines 
Körpers."') 

„Ein jeder geometrische Körper lÜfst miterschcideu sein 
erkennbares Aufsere und sein nicht erkennbares Innere.') Die 
Wahrnehmung seines Äufseren rührt her von seiner oben be- 
findlichen äufsersten Schicht." 

„Oberfläche heifst die oberste Grenzschicht'') eines geo- 
metrischen Körpers." 

Analog werden die Linien und Punkte behandelt. 

„Oberfläche und Volumen sind die Glieder eines geome- 
ti'ischen Körpers." 

„Umfang und Fläche sind die Glieder einer Figur." 
,1 ange und Punkt smd die Ghedei einer Linie 

j Die Punkte lassen Glieder nicht mehr unterschei 1 n Sit- 
sind daher einfache ßaum Wahrnehmungen 

) Besprochen in 'iilil Z \\\ 191 inl i 11 7 "\ t i 174 17'i 
Bardev emifiehlt fiie t est na 

^ Eme ansfuhihche Lesj rLcliun-; voll i AnLikc niig find t t ch ii 
H Z WII p 46 57 

■^ Bebser wuiüp et heifsen geometuschei Kliper nu 1 dei phjaiscbe 
genannt wenn man ihn nii in Bezug luf eeine Aislehnung Ipt achtet 

*) Dei Sinn dieses ''af/es ist meinem Verständnis leidei ^eiLo jen 
geblieben Vielleicht ist der physische Körper gemeint 

'^) D'tmit wäre denn die FUche ein Teil des Koipeis 
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„Punkte sind die eiufaclisten Glieder eines geometrisclien 
Körpers." 

Diese Ableitung bezeichnet Scliindler als Analyse;') als 
Synthese fügt er den Aufbau der Gebilde aus ihren Gliedern 
hinzu, die Entstehung der Gebilde durch Bewegung der nächst 
niederen. Dabei stellt ec folgenden Grundsatz auf: 

„Der Punkt ist eine unendlich kleine ausgedehnte Gröfse."^) 

Demgemäfa definiert er: 

„Eine Linie ist eine stetige Punkten-Folge in der Längen- 
aus dehnuug." ^ 

„Eine Fläche ist eine stetige Linien-Folge in der Breiten- 
ausdehnung." 

„Das Volumen ist eine stetige Flächeu-Polge in der Aus- 
dehnung der Dicke." 

Daraus ergeben sich für ihn die Folgerungen: 

„Eine Fläche ist ein geometrischer Körper, dessen Dicke 
unendlich klein ist.'") 

„Eine Linie ist ein geometrischer Körper, dessen Breite 
und Dicke unendlich klein sind." 

„Ein Punkt ist ein geometrischer Körper, dessen Breite, 
Dicke und Länge unendlich klein sind." 

Schlegel, System der Raumlehre.^) — Leipzig 1872. 



') Analyse teilst die Methode durch welelie die GliPdir Pinea 
Köipeis bestimmt werden 

■^yntte^e heiftt die Mcthole nich wckhir di Kuii lui hren 
Ciliedein gebildet werden 

) Das lat ganz entaprechend der Anffits ing dpi Fliehe als c n 
Schicht Abei was ist das tür eine Brkluung dei Ginndbegiiffel Richtig 
wdide es aem wenn es bielse Unsere VorsteUuiig des Beg iffes Tankt 
let die einer unendhch Uemea ausge lehnten Gröfse 

^) Yi enn dei Fi nkt als eine zwir unendl ch klcii e abei doch imniei 
hm ausgedehnte Grofea definiert wii i so kinn sich aus Punkten ii ch 
wirklich eine I im zusammenaetaen Man vergle che damit iaa Zitit 
aus Eeidts Anl itung weiter ol en wo au drückl t,h lavor gewimt wn 1 
nicht an ein Anemiiderieihtn von Pinkten odei ein Aufeinaideile^en 
TOn Flachen zu denken 

*) Man vergleiche Hotfmanns Ansichten die in 1 m Z täte aus 
aemei Vorschule weitet obei zu eioehen e nd 

^1 Eine ausflhrhche Bespiochung und Wiriigung dieipa Bichea 
fand t s, h m H Z MII p 45—59 
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Auf dieses „nach deii Prinzipien der Grafs mann seilen Ans- 
d eil nungsl ehre" bearbeitete Werk sei hier mit Naclidruek auf- 
merksam gemacht, auf ein Anführen von Zitaten niufs ver- 
zichtet werden, da bei der total verschiedenen Behandlung des 
Stoffes dieselben zu ausführlieh sein müfsteu. Vorläufig scheint 
diese B earbeitung anch nicht fiJr den Unter richt einführEaF 
und also aufserhalb des itahmens" des YOrlTegenden Werkes. 



Schlegel, Lehrbuch der elementaren Mathematik.') II. 
— Wolfenbüttel 1879. 

Nach der Definition des Körpers heilst es: 

„Von dem umgebenden Räume wird der Körper getrennt 
durch eine Fläche (Oberfläche), welche den Körper vollständig 
begrenzt und geTVÖhnlich^} aus mehreren gleichartigen 
Teilen besteht, welche Figuren lieifsen." 

„Der Körper ist ein vollständig begrenzter Teil des Raumes, 
und die Fläche ist die Grenze des Körpers." 

Umgekehrt: „Jedes durch Figuren vollständig begrenzte 
Gebilde ist ein Körper/' 

Analog: „Die Figur ist ein vollständig begrenzter Teil der 
Fläche, und die Linie ist die Grenze der Figur." 

Umgekehrt: „Jedes durch Strecken vollständig begrenzte 
Gebilde ist eine Figur." 

„Die Strecke ist ein vollständig begrenzter Teil der Linie, 
und der Punkt ist eine Grenze der Strecke." 

Umgekehrt: „Jedes durch Punkte vollständig begrenzte 
Gebilde ist eine Strecke." 

Diese Definitionen werden dann dual gegenübergestellt. 
Auch Schlegel betont, dafs Punkte, Linien und Flächen nicht 
für sieh aulser uns existieren, sondern nur an Körpern, dafs 

') Beaprocteii in H. Z. XI. p. 208—213, — Es heifst davon p. 210: 
„Besonderer Fleifs wird auf die Definition und Klarstellung der Funda- 
mentaleigensehaften aller geometrischen Giebilde verwendet, wobei auch 
auf entsprechende Beispiele aus dem täglichen Leben Bedacht genommen 
ist." Günther eagt zum Schlufs der Rezension: „Solche Leistungen 
sprechen für eich selbst." 

") Schlegel hat also in erster Linie an die Polyeder gedacht. 



y Google 



..„ 224 -- 

wir sie aber iu der Vorstellung^) vou jenen loslösen und für 
sich botra eilten können. 

Die Grundbegriffe werden alsdann abgeleitet „durch Ubev- 
legnng mittelst des Begriffs der Bewegnng." 

Au diese Darstellung knüpft sieh eine Betrachtung der 
Eigenschaften der geometrischen Grundgebilde, d. b. der Aus- 
dehnnngj der Gröfse,^) der Zusammensetzung und Teilung, der 
einfachen und zusammengesetzten Bewegung, der Gestalt, der 
begrenzteu und unbegrenzten Bewegung, der endlichen und 
unendlichen Bewegung, 

In der „reinen Geometrie" sagt Schlegel noch vom Punkt: 

„Ein Punkt hat nur das Merkmal der Lage." 



Schlömilcb/) Geometrie des Mafses. — Leipzig 1874. 
Vergl. Kober. 
Schurig, Schwabe u. Schmidt, Scbweder desgl. 



Snell, Lehrbuch der geradlinigen Planimetrie. — Leipzig 
1857.*) 

Auf die Ausführungen der Einleitung sei hingewiesen, da 
sie, wenn auch nichts Eigentümliches, dieses jedoch in klarer, 
anschaulicher Form entlialten. 



Sonnenbuvg, Lehrbuch der ElemenUr- Geometrie, 
Bremen 1868. 

Nach der Darstellung der Greuzbotraebtungen sagtSouni 



') Im Denken. 

') „Der Punkt hat keine Qröho (die aua d'^i kngeiun odet \m 
Dauer der Bewegung resultiert). — DieGröfse dei Stiecke fällt £ 
mit deq'Qnigen ihrer Litnge, eo dafs für die Strecke die Anadrflcke „Gröfse " 
und „Lilnge" dabsellie bedeuten. — Die Gtorae dei Figui richtet sich 
nach deijenigen ihrer Linge und Breite, die des Ki : pei b u ich dei- 
jenigen seiner Länge, Bieite und Dicke." 

=) Besprochen in H Z. VI. p, I60-1GG. 

') Bc^iuocViPn in Sohl. Z. TR, 95. 
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„Die Geometrie gellt vom niatliemati sehen Punkte, als der 
einfachsten Grund Vorstellung aus. Er <3ient zur Bezeichnung 
eines Ortes im Räume." 

Darauf folgt dann die Erzeugung der räumlichen Gebilde 
durch Bewegung. 

Spieker/) Lehrbuch der ebenen Geometne. — Potsduni 
1873. — Vergl. Kober. 

Spitz, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Leipzig 1888. 

— Desgl. 

Stegmann, Grundlehre der ebenen Geometrie. ^ Kempten 
1886. — Desgl. 

V. SwJuden, Elemente der Geometrie. ~ ed Jacobi. — ■ 
Jena 1834. 

„1. Erklärung. Wenn man an dem Räume blofs eine 
Dimension, die Länge, betrachtet, ohne auf die beiden anderen 
Breite und Dicke (oder Höhe) Rücksicht zu nehmen, so ge- 
langt man zu der Vorstellung einer Linie." (Eukl. I. Erkl. 2. 

- L. G. L Erkl. 1.) 

„2. Erklärung. Die Grenzen der Linien und deren gegen- 
seitige Durchschnitte heifsen Punkte." (Eukl. L Erki. 1 
u. 3. — L. G. I, Erkl. 1.) 

„14. Erklärung. Fläche heilst diejenige Raumgrölse, zu 
deren Vorstellung man gelangt, indem man an dem Raum 
blofs die Dimensionen der Länge und Breite betrachtet, und 
von der Dicke oder Höhe ganz absieht." (Eukl. T. Erkl. 5. 
~ L. G. Erkl. 5.) 

„Zus. Die Grenzen einer Fläche sind Linien, gerade oder 
krumme." 

Thibaut, Gruudrifs der reinen Mathematik. — Göttingen 
1S22. 

„Durch die Vorstellung des Körpers, wenn man sie als 
schon vollendet zum Grunde legt, gelangt man rcliek- 
tierend zur Vorstellung der Fläche, oder der bestimmten 

') BeKpvoeheii in II. Z. KI. p, 173; 499. 

SchüSlcii, der planiiMlc. Unlerriclil, \:, 
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Grenze, welche deu Raum des Körpers von den umgebenden 
unendlichen absondert. Der Fläche selbst kommt noch eine 
Ausdehnung zu; sie besteht auf eine ähnliche Art wie der 
Raum aus gleichartigen Teilen, und eben deswegen 
lassen sieh an Flächen selbst noch wieder bestimmte Gremien 
denken (brauchen aber nicht gedacht zu werden). Diese werden 
Linien genannt. Auch die Linie ist ausgedehnt und besteht 
aus gleichartigen Teilen, es giebt also insofern notwendig eine 
Grenze für Linien, den Punkt. Die Ausdehnung des Körpers 
hat drei Dimensionen, Länge, Breite und Dicke, die der Flache 
zwei, Länge und Breite, die der Linie nur eine einzige, Lauge; 
dem Punkte, als der letzten Grenze aller Ausdehnung, wird 
Einfachheit und Unteilbarkeit beigelegt; bei ihm also 
findet die Reflexion ein gänzliches Ende. Wenn die 
Vorstellung eines best. Körpers erzeugt werden soll, so ist 
das Setzen des Punktes das Erste, wovon die ganze Konstruk- 
tion ausgeht" (durch ihn und von ihm aus wird die Linie 
beschrieben etc.). 

.... „Die letzte Vorstelluugsart ist die eigentlich geo- 
metrische." 

üth, Leitfaden für den Unterricht in der Planimetrie. 
— Kassel 1881 giebt nur die Herleitunff aus dem G rcnzbegriff. 



Wiegand, Lehrbuch der Mathematik. 1. — Halle \mX 
— ■ Vergl, Kober. 

Wohlgemuth,') Lehrbuch der Geometrie. — Libau 1877 
unterscheidet drei Klassen räumlicher Gröfsen. Er geht vom 
Körper aus und benutzt den Begriff der Grenze in der Qbliehen 
Weise, dann wird die Erzeugung ebenfalls in der üblichen 
Weise durch Bewegung behandelt. 



Wolff, Lehrbuch der Geometrie, — Berlin 1830 betont 
ausdrücklich, dafs Flächen, Linien, Punkte für sich bestehend 

') Bi.'spi-oclien in Sclil. Z. XXIÜ. p. 187. 
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gedacht werden können; dafs die Teile einer räumlichen Grofse 
unter sicli und mit dem Ganzen gleichartig sind und dafs deshalb 
„niemals Körper hervorgehen können durch Zusammensetzung 
von Flächen, Flächen durch Zusammensetzung von Linien, 
oder Linien durch Zusammensetzung von Punkten." 



Worpitzky/) Elem. d. M. HI. — Berlin 1874. 

Der Grenzbegriff wird benutzt. Vom Punkte stellt Wor- 
pitzky folgendes Axiom auf: 

„Kein Punkt ist in solcher Weise teilbar, dafs die Teile 
sich untereinander und vom Ganzen unterscheiden," während 
von den übrigen Gebilden des Raumes die unbeschränkte 
Teilbarkeit als Axiom aufgestellt wird. 

In einer Seholie wird dann besonders darauf aufmerksam 
gemacht, dafs die Punkte nicht Teile der Linie sind etc., dafs 
mithin durch Summation von Punkten keine Lünen entstehen 
etc., dafs aber durch die Summation von Körpern ein bei. aus- 
gedehnter EaumteiP) erzeugt wird. 

Nach der Erörterung des Begriffes Bewegung wird als 
Zusatz aufgestellt; 

„V. Jeder bewegte Punkt beschreibt eine Linie, jede nicht 
in sich selbst gleitende Linie eine Fläche, jede nicht in sich 
selbst gleitende Fläche einen Raumteil." 

Dazu heifst es in einer Seholie: 

„In Betreff des Zus. V. ist die Bemerkung wichtig, dafs 
man sieh nicht jede Linie als durch Bewegung eines Punktes 
und nicht jede Fläche als durch Bewegung einer Linie {auch 
wenn maa die letztere fortwährend verbiegt) beschrieben vor- 
stellen kann."*) 

)Bi h IIZMi — — Lhltl 

w li d Ib 1 I h W k kU II 

d all m t B loht g U t 

)Jlh htdRa Ibt t UdhS t 

dl eh Z hl Kä -p n 

s)B htdh nihtabfl b 1 fmkra 

ah d fdtnhtjdPUh 11 \ B gg r 

gt g 1 ht w d k 
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Wunder, L, d. M. III. — Leipzig 1840. 

„Die Grenze des Körpers ist etwas uacli zwei Dimen- 
sionen Ansgedehntes und wird Fläche genannt. In der Natur 
erscheint die Fläche immer nur in Verbindung mit einem 
Körper als dessen Grenze, Oberflächej nirgends abgesondert 
für sich allein."^) 

Analog werden ausführlich Linie und Punkt erklärt. 

Die Erzeugung der ßaumgröfsen durch Bewegung benutzt 
Wunder zugleich zum Nachweis dafür, dafs es drei Arten von 
ßaumgröfsen, und nur drei Arten von Raumgröfsen giebt, dafs 
wirklich nicht mehr existieren. 

„Wollte man noch einen Körper fortschreiten lassen, so 
könnte dieses nach keiner lüchtung geschehen, nach welcher 
der Körper selbst nicht schon ausgedehnt wäre; der von tleui 
Körper durchlaufene Weg wird immer wieder nur eine Kaum- 
gröfse von drei Dimensionen, d. i. wieder ein Körper sein, 
man erhält also hierdurch nicht eine neue Art von Kauni- 
gröfsen." 

Ziegler, Grundrifs der ebenen Geometrie. -~ Liiiidsliui^ 
1881.'} — Vergl. Kober. 

Ohm, Die reine Elementar- Mathematik. — Berlin 18i}5. 
— Desgl. 

Hoffmannn, .1. .). J., Geometr, Aiischauuugslehre.^) — 
Mainz 1839. 



'} „Daa, «as zwPi nnniittelbai neVieneinaiidei liegende Teile des 
itiutnea trennt, ubeihaupt, was einLU Körper begienat, hat auch Aus 
Jehiiuiig, ibei nui uich awei DimeiiBioneD Man dtnke z B em Glas 
halb mit Wisi-ei gefnllt und daiübei noch etwas til gegosBCii , dei Raum 
den das Wassei einmmmt, wie der des üla, bildet emen mathemati^ohen 
Köiper, eine btelle, die man Bich zwischen dem W^s■<el und dem Ol 
vorstPÜt, kann ihie Lage vorwiuts und iacli.wj,rta und iei,hti odei linka 
hin abei nicht lufwiita odei niedeiwlits indem, ohne in das Wisisei 
odei m dia ül zu kommen " 

„Man betiaohte em BHlt Papiei, dessen eine H ilfte i.L.hwii7 die 
■uidere weiis ist, und denke sieh emen Urt zwi then litm Schw ii/ und 
Weils " 

=) Besproehcn in H. Z. 1. p. 339. 

') Auf die Ausführungen Hoffmanns .sei ausdriicldicli auf- 
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H. gellt vom gezeichneten Punkt und gezeichneten Linien 
aus. Dann führt er fort; 

„Bei allen diesen Linien sieht man weder auf die Breite, 
nocli auf die Dicke, sondern blofs auf ihre Länge. ^) Dies 
gilt sowohl von Linien, welche man mit einem Stöcke Kreide 
auf der schwarzen Tafel, ala auch .... — Diese Limen be- 
stehen zwar wirklich aus kleinen Körperchen von Kreide etc.; 
allein man betrachtet an ihnen weder diese Körperehen, noch 
ihre Breite, sondern blofs ihre Länge." 

„Daher versteht man unter einer blofs gedachten oder 
geometrischen Linie jene Ausdehnung im ßaume, die sich 
nur nach der Lauge erstreckt." 

„Alle «ichtbaien Linien sind also nichts, als Stellver- 
treter deijenigen Linien, die wu ins eigentlich nur denken."^ 

„Daher läfst silIi zwischen zwei Punkten eine gerade 
Linie denken, wenn dieselben auch duich undurchsichtige 
Gegenstände so voneinandbr getieimt smd, dafs man nicht 
einmal von dem einen zu dem andern sehen kann." 

„Anmeikung Diese Betiachtungen bilden den wichtigen 
Übergang von dci ufoeitn Au'ichauung zur inneren; von 
dem, wis dis 4uge sieht, und wis der Verstand denkt, 
Dalier ist es durchaus notwendig den Schüler jedesmal von 
der äulseren Betrichtung nach der inueien zu leiten, damit 

merksam gemacht Be^ondeis gelun eo e scheut die Hi aÜberleitung 
von der dufaeren zqi iime en Änsohauua^ von lern aichtbaren Objekt 
zum gedathtiji Begtiff 

') Avii-h dieae Umschreibung des BpgnSea abstrahieren giebt sehr 
glüeklioh den dabei sict abspielenden inneien Voigang wieder. 

') , Wenn man sich eine gerade Linie mit Kreide, Tinte, Tusche, 
Bleistift odei duich eine aiisgespanutc Sohnui denkt, so bemerkt man, 
dafs da& EigentumhL.iie dei Linie nicht im Stoff liegt, sondern lediglich 
in der geraden Ausdehnung nach det Linge Wer sich anf dem 
Felde, z B \on einem Ba,ime naoii dem andern eine gerade Linie vor- 
stellt, denkt siok weder eine gespannte Schuui noch einen Draht, noch 
wenigei einen Strich von irgend einer Farbe sondern eine Ausdehnung 
nach der blofsen Länge, m gerader Richtnng, von einem Baume 
zum andern. Diese Linie ist also eine blofs gedachte uud keine mit 
Augen gesehene. Sie ist in uns, nicht aufser uns." 

Man vergleiche Wimdts AuBfuhvungen in seinem System der Phi- 
losophie filier die strllvoitretenden Vorstellungen. 
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allss Mecliauisclio') vermieden, das Geistige über zur 
klaren Erkenntnie gebracht werde." 

Aucli die Äüsfülirungen über Punkte (geometrische und 
physische), sowie über den Unterschied der physischen und 
geometrischen Linien insofern, als die einen durch nebenein- 
anderliegende Punkte gebildet wei'deu, die imderu nicht, sind 
sehr klar und im Unterricht gewifs mit Erfolg zu verwerten. 



Küstner, Anfangsgründe etc. — Wien 1788. 

„Die körperliche Auadehnung, ein geometrischer Körper 
(solidum, corpus) heifst eine solche Ausdehnung, die das, was 
sich innerhalb ihrer Grenzen befindet, überall, nach allen Seiten 
zu, umgiebt. Die Ausdehnung der Körper au ihren Grenzen 
heilst eine Fläche (superficies) und die Ausdehnung der Fläche 
au ihren Grenzen eine Linie (linea)."^) 

„Die Wörter Länge, Breite, Dicke sind dem Sprach geh rauche 
nach nicht Namen verschiedener Ausdehnungen, sondern einer 
einzigen, der Länge, die nach verschiedenen Richtungen aii 
dem Körper betrachtet wird.^) Übrigens enthält die Ausdeh- 
nung der Fläche nichts von der körperlichen, welche bei ihr 
finfliört. Also können übereinander gehäufte Flächen keinen 
Körper ausmachen, weil vielmal nichts nie etwas ausmacht." 

„Man darf überall in der Linie Punkte aunehmen. Es 
ist aber einerlei, ob man in der Linie überall Punkte annimmt, 
oder ob mau sich einen ein/.igen Punkt, der nach und nach 
in verschiedene Stellen der Linie gekommen wäre, vorstellt; 
denn ein Punkt ist von dem andern in nichts unterschieden.'') 



') Wohl bessej. „Materiella ' 

'] Zum mmiteHten ist die Äuadiucksweioe eine selu eigentfliulii-hö 
iie AuBdehnimg dei Korper an ihren Gicn/^en heifit Line lltchti «tt, 

^) Diese Beraeikting ist recht zutiefiend und geeignet Line klaie 
AuffaBSong zu beniikfn wenn wu statt Lmge das Aaseinandersem" 
aetaen so wurde die vorhegende AusfuiirQng ■luch pliilosopiiiecli bianoh 
hai sein Dafa es Äich bei Lange, Breite und Dicke nicht um versehie 
denai-tige Anedehnungen handelt uud dafs es m dei Ihat nui eine 
Ausdehnung giebt dies noch ansdifltklich auEBUsprechen wud im Unter 
rieht nicht ohne Nutzen sein 

'} 'lulhei d lieh dit Ldge 
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Daiier sagt man: Eiwe Linie cntstolie aus ilur Bewegung eines 
Punktes." _ 

ünger, Die Geometrie des Euklid. — Erfurt 1833. 

Die Erklärungen sind selbsfcverständlicb die des Euklid, 
jedoch fügt der Verfasser noch Anmerkungen hinzu, aus denen 
einiges eutnommen werden soll. Zuerst wird die Identität von 
Liinge, Breite und Höhe oder Tiefe durch den gemeiusamün 
Namen Richtung oder Dimension festgestellt. Die Linie 
wird dann als eine einfache Dimension des Raumes definiert, 
die Fläche als das, was zwei Dimensionen hat. Vom Körper 
wird überhaupt nicht gehandelt. 

Fenkner, Lehrbuch der Geometrie. I. — Braunschweig 
1888. 

Fenkner schickt der gewöhnlichen Betrachtung der Grnnd- 
vorstellungen Vorübimgen voraus, in denen von bestimmten 
Körpern gehandelt wird. [1) Würfel und Quadrat; 2) Geraile 
quadrat. Säule und Keehteck; 3) RhoniboMer und Rhombus; 
4) gerades dreiseitiges Prisma und Dreieck; 5) gerades sechs- 
seitiges Prisma und Vieleck; 6} Pyramide; 7) Kreiszjlinder 
und Kreis; 8) Kreiskegei; 9) Kugel.] 

Die Grund Vorstellungen selbst werden alsdann aus dem 
Urenzbegrift' entwickelt und darauf der Erzeugung durch Be- 
wegung gedacht; ganz in der üblichen Weise. 



Koppe, Die Planimetrie. — Essen 1885. 

Vom Körper ausgehend ejitwickeit K. die Grundvor- 
stellungen aus dem Grenzbegriff. Dafs die Flächen und Linien 
als selbständige Gebilde nirgends vorkommen, sondern nur in 
der Vorstellung gesondert betrachtet worden können, wird aus- 
drücklich betont. 

Heis und Eschweiler, Lehrbuch der Geometrie. — 
Köln 1867. 

Die Verfasser gehen vom Punkte aus, den sie definieren: 
„Punkt ist dasjenige, was einen Ort im Räume bestimmt, ohne 
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selbst ein Teil des Raumes zu sein. Er hat also weder Aiis- 
delmung noch Teile." — Daran knüpft sieh die Definition üer 
Linie: „Linie ist das, was eiu Punkt durch seine Bewegung 
im Räume beschreibt; sie hat nur eine Ausrlehnung (Dimen- 
sion), Länge, aber keine Breite." 

Analog werden Flächen und Körper erklärt. Dann erst 
wird der Zusammenhang der Gröfsen im Urenzbegriff dar- 
gestellt. 

Kober bemerkt zu der Definition des Punktes in seinem 
schon bei Euklid zitierten Aufsatz (in H. Z. L p, 228). 

„Was ist Ort? Nur ein anderes (allgemeineres) Wort 
für Punkt; durch den Reichtum der Sprache ist also nur die 
Tautologie verhüllt, und sobald Ort und Punkt nicht als 
identisch vorausgesetzt werden, gilt dann nicht dieselbe Defi- 
nition von einer Kugelfläche oder einer Ebene oder einer Linie 
u. s. w., die aiich nicht Teile des Raumes sind? Was soll 
der Schüler denken, wenn ihm später der Begriff des geome- 
trischen Ortes vorgeführt wird? (Dann hat er hoffentlich die 
ganze Definition vergessen.) 

Sodann ist gleichzeitig auch der Begriff des Raumes und 
zwar stillschweigend vorausgesetzt; mau fängt also mit zwei 
entgegengesetzten Begriffen zugleich an, um — recht streng 
wissenschaftlich synthetisch zu Werke zu gehen! Mit der be- 
sprochenen Definition teilt die Fehler auch die Definition; 
„Der Punkt ist eine ausdehmmgslose Stelle im Räume." 



Löser, Lehrbuch der Eieiuentar-Geometrie. — Weiuheim 
1882. 

Vom Körper und den Grenzen wird ausgegangen. 

„Unter Fläche versteht man im aligemeinen die Teil- 
üder Trennungsstelle, welche einen Raum in zwei Räume 
zerlegt." 

„Die Teil- oder Trenn un gs s te ile , welche eine Fläche in 
zwei Flächen zerlegt, oder vielmehr das Bild jener Stelle, 
heifst Linie." 

„Die Teilstelle einer Linie, oder auch die Trennungsstelle 
beider Teile der.selben heifst Punkt." 
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„Dcv Punkt hat liuine Auadebuuiig, obgleicli uian iliii mit 
zu den ftaumgröfseii reelmet." 

Auf den Unterschied der Zusammeusefcziing und der Be- 
wegiingserzev;gung wird besonders hingewiesen. 

Fücko n. Krass, Lclirboeh der Geometrie. I, — Müutlicn 
1878. — Vergl. Kober. 

Ulrich, Lehrbuch der reinen Mathematik. ~ Göttingen 
1836. 

„Es giebt drei Ästen räumlicher Gegenstände: Körper, 
Flächen und Linien. Die Körper werden von Flächen, -die 
Flächen von Linien, die Linien von Punkten begrenzt. Körper 
lassen sich zu einem neuen körperlichen Kaum auf drei Weisen : 
nebeneinander, vor- oder hintereinander, und über- oder unter- 
einander; Flächen auf zwei Weisen: nebeneinander und vor- 
oder hintereinander, aber nicht über- oder untereinander, zu 
einer neuen Fläche zusammenstellen; Linien können nur auf 
eine Weise, vor- oder hintereinander, aber nicht neben- oder 
übereinander, zu einer ähnlichen Linie zusammentreten." 

Daraus wird dann die Dimensionalität entwickelt. 

Die Unteilbarkeit der Grenze wird ausführlich behandelt 
und gefolgert, dafa nicht zwei Grenzen nebeneinander liegen 
können. „Nach der Grundbeschaffenheit dieser (kontinuier- 
lichen) Gröfsen haben deren unmittelbar aufeinander 
folgende Teile eine gemeinschaftliche Grenze." 

Hieraus ergieht sich die Unmöglichkeit, eine Linie aus 
einer Reihe nebeneinanderliegender Punkte zusammenzusetzen 
etc., „ohschon in einer Linie unendlich viele Punkte gedacht 
und angenommen werden können." 

„Auch giebt es keine kleinste Linie." 

Becker, F., Die ebene Geometrie in neuer Anordnung. 
~ Progr. Hanau 1870. 

„Die allgemeinste Eigenschaft des Raumes ist seine (end- 
lose) Ausdehnung nach allen Seiten, sowie seine überall denk- 
bare Begrenzbarkeit." 
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Durch Verii ei innig jei^liclier Äuatichnurig im 
Räume') wird man zur Vorstellung vom Puukte, als eines 
blorseii, ausdehnungslosen , unbegrenzbareu, doch aber oft als 
Grenze dienenden Ortes geführt."^) 

Zwischen Punkt und Raum werden nun angenommen 
„drei Arten von Ranmgebilden, deren Begriffe man in ant- 
ateigeiider Reihenfolge durch Vermittlung der Bewegnngsvor- 
stelluug gewinnen kann." 

j^ine Linie ist das Ergebnis der Bewegung eines Punktes. 
Ihr räumlicher Verlauf giebt ihre Lage, Gestalt und Gröfse 
au. Jede Linie hat eine Lage, bestimmbar durch Beziehung 
auf andere Eaumgebilde. Jede Linie hat eine Gestalt, 
welche von der Art und Weise abhängt, wie der sie er- 
zeugende Punkt sich bewegt. Jede Linie hat eine Gröfse, 
welche von Aei Menge der Bewegung abhängt.^) 

, „An jeder Stelle im Verlauf einer Linie liegt ein Punkt. 
Die Anzahl der Punkte inuerhalb einer Linie ist unendlich 
grofs, einer liegt dem andern unendlich dicht an."^) 

„Der erzeugende Punkt beschreibt alle Punkte der 
Linie, daher ist sie durch ihn vollständig bestimmt." 

Analog werden die Flächen und Körper behandelt. 

Dann heifst es weiter (§ 12): 

„Hat man zwei Korperräume oder Körper von solcher 
Lage und Beschaffenheit, dafs wo der eine endigt, der andere 
beginnt, so haben beide eine Fläche als gemeinschaftliche 

') Min \eigle:chp den Ausdi lok Du Poia Kejmond« Dei Pnül.t 
ist die NegitiOü des Baumes im Rauiue 

1 Sicheilii.li n ude li se Ausemindeihetzuiig mi liitoJi^ let, [liii 
metiiachen UDieiiidts iinvai standen bleiben Dit atieita Stelle kann 
aIk git(,i Beleg dienen dafs es natui widrig ist mit dem Punkte zu be 
ginnen 

'^ Menge der Bewegung ist doch wobl identiS(.h mit Dauer dei 
Bewegung Damit wird ibei m die Unteianchung ein Moment einge 
idhit von dem man 1 ei dei mitbeniatisclieü resp geometiisohen Be 
tracbtung dei Bewegung vullstandig abetiahieren kann die Zeit Veigl 
weite 1 oben. 

*) Das ist cm Ali drutk der sihi leicht au Mirsverstandnis fuhren 
kmi Mii ^H\ mnt lea Eindiuck als wenn die Linie als aus Punkten 
lest lend m-en iimei wiii le 



y Google 



— 235 — 

Grenze. Man kann daher, wenn man vom Körper ais einem 
begrenzten Uaumatück ausgeht — ohne ihn aus der Bewegung 
einer Fläche entstanden zu denken — von hier aus auch zu 
dem Begriffe der Fläche gelangen, indem man sie als die 
gemeinschaftliche Grenze zweier zusammenstofsenden 
llaumteile betrachtet und dann — da sie ja doch nicht 
ein Teil dieser Körper oder Körperräume ist — von diesen 
absehend — sie an sich d. h. ohne Rücksicht auf die Körpei'- 
gebilde, welche sie begrenzt, nimmt. Verfährt man so und 
hat man vorher bemerkt, dafs das Körpergebilde die drei 
Dimensionen (der Länge, Breite und Höhe) hat, so gelangt 
mau zu der Fläche, als dem Gebilde mit nur den beiden 
Dimensionen der Länge und Breite, wenn man von den als 
iineinander angrenzend angenommenen Körpergebilden beider- 
seits die Dimensionen der Höhe bis zum Verschwinden 
abnehmen läfst. Dadurch wird zugleich klar, dass die Fläche 
zwei Seiten hat, jedoch so, dafs jeder Punkt und jede 
Linie der einen Seite zugleich auch der andern an- 
gehört."^) 

Analog können Linie und Punkt erzeugt werden. 

„Der Punkt bleibt als letztes Ergebnis zurück, eine blofse 
Stelle im Räume ohne alle Ausdehnung. Das Verschwinden 
einer Dimension erzeugt auf jeder Stufe (beim Körper, der 
Fläche und der Linie) jedesmal ein Nullgebilde derselben 
Art Sj hat der Korpei die Flache die Linie und den Punkt 
la seinen NuUgebilden welche man als eistei, zweiter und 
diittei Ordnung voneinander unterscheiden kann, ) die Fliehe 

) Damit ist eine ue e *5 hw enf,keit f n d e \ oistellmg geschiften 
zwei Seiten aber o lals sie ident och sind also jedPi Punkt dei einen 
lei andein angehört und umgelietit Hiei kann man doch nid t nehr 
von Seiten spreclien das ist eben nnr möglich wenn man lie FIEahe 
mit ihrei Btellvertreteuden Vorstellung d h einem sehr dünnen Körpei 
(B)itt Papier) verwechselt Die Fläche selbst tat Leiie beitpo sonle n 
dei Eauitt hegt seitlich von der Flkdie /u beiden Seiten der FUche 
Tn dei Flaphe erhalten wir da in zwei leiten -ween eine Linie die Flache 
teilt zu deren Veilen Seiten lie Flä henteile liegen — Mai vergl die 
AisfOhiun^en \a Anfang diese? Kapteli 

) N ilgeb Ide verschiedener Ordnung scheint mii ein lechfc gluck 
heb gew ihltei Ausdruck zu t>em di aus ihm sotort ersichtlich ist dafs 
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hat als Niiügebilde die Linie i 
Nullgebikle den Puniit." 



I Puiiiit: die Linie als 



Wernieke, Die Grundlage der Euklidischeu Geometrie. — 
Progr. Brannschweig 1887. 

Die sehr ausführlichen Betrachtungen des Verfassers ver- 
dienen alle Beachtung. Ihre Ausführlichkeit verbietet es leider 
sie hier wiederzugeben, andererseits sind sie nicht geeignet im 
Auszug wiedergegeben zu werden. Nur einige Sehlufsergeb- 
nisse mögen hier angeführt werden: 

„Die Raumkörper mit ihren Grenzflächen, Grenzlinien und 
Grenzpunkten sind in unserem Geiste vorhandene Ab- 
bilder von Körpern der Aufseuwelt und zwar Abbilder von 
besonderer Einfachheit, da sie mit diesen nur in Form und 
Inhalt übereinstimmen." 

„Diese Abbilder gehören zur Klasse der räumlichen Vor- 
stellungen." 

„Wenn man sich die Grenzflächen getrennt von ihren 
Eaumkörpern, etc., vorstellt und dieselben dadurch gewisser- 
mafsen selbständig macht, so gelangt man zn einer ganzen 
Gruppe von räumlichen Vorstellungen." 

Eine Anmerkung weist die Idealität der Gebilde nach. 

„Selbständig gedachte Grenzflächen, Grenzlinien und Grenz- 
punkte heifsen Baumgebilde". 

„Den Körpern und dem Baume der Äufsenwelt, dem Wirk- 
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Die Erklärungen werden geteilt in genetische und de- 
skriptive. Die genetischen können wegen ihrer Übereinstim- 
mung mit den üblichen Darstellungen übergangen werden. 

„(Deskriptive Definition.) Eine Linie ist die Gesamtheit 
aller derjenigen Punkte des Raumes, welche ein bewegter 
Punkt bei seiner Bewegung nach und nach durch lauf t.'"^) 

Analog sind die deskriptiven Betrachtungen bei Linie 
und Fläche. 

Von Interesse ist noch die Bemerkung: 

„Die Starrheit der Gebilde ist auch hier (d. h. bei der 
Bewegung. D, V.) durchgängig Voraussetzung, ebenso die 
Widerstandslosigkeit derselben gegeneinander und in Bezug 
auf den Raum." 

„Punktkontinuum,^) Linien kontinuum, Fläcjienkontinuum." 



') Zui Charakteii><ietniig des UuteiKoliiedes zwischen den „gene 
tischen" und tlen „deekiiptnen" Definitionen toll au^h die genetiacbp 
hiei aitiert werdeti „Wenn ein Punkt seine Lage im Räume indeit 
d h sich ciflit etwa nur m bich ^elbat dieht, so zeichnet ei bei meiner 
Benegiing im Eaiirao eine stetige Reihe von Kopieen temei selbst von 
deien Umgebung aus und eizengt damit eni Eaunigebilde, welchem Linie 
genannt wiid " 

Die Muglichkeit einei wiikhcben Bewegung des Punktes wird \ou 
Wernicko offenbai angenommen, wie auch slIiou aus dem Ziiaat^ 
wenn er eich nicht etwa uui m «ich selbst dreht, hervoigeht Wie 
man sieb dieses Dieben eines Punktes in sich selbst zu denken habe, 
ist mir uii,ht klai Die beiden Definitionen konnte man luch als ob 
jektivi und subjektivb bezeichnen Bei dei genetischen erzeugt daa 
Objekt Punkt durch seine Bewegung das Raumgebilde Linie, bei dei 
deskriptiv en thiit es das betiachteade Subjekt dnich Zu'^ammenfassurg 
aller Punkte m einer Gesamtheit In dei That handelt es sich in dei 
Geometne dach nui um suVjektive Bewegung und es wäre aJ-o ntir die 
deskriptive Definition zu accaptieien Wernicke selbst giebt folgende 
Eiklarungen „Die Angabe dei Art and Weise, nach welcher bestimmte 
Raumgebilde erzeugt weiden nennen wn genetische Definition, 
d h wir stellen durch genetische Detnition die Existenz dieses odei 
Jenes Raumgebildes fe^t' — „Neben Jei gHnehschen Definition, welche 
nni eine besondeie Iform dei Bynthetischen Definition ist benutzen "äu 
auch die analytische Definition, welche m diesem Gebiete lediglich be 
aohreibend zu Werke geht und demnach als deskriptiTe Detmitioii 
bezeichnet werden kann" 

) Ansfflhil 1 h hi ilat es Die Linu ti tt jetzt als Line Reihe stetir 
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„Man unterscheidet Linien, Flächen und Raumstücke als 
einfach, zweifach und dreifach ausgedehnte Pitnktkontinna." 

„Der Raum selbst stellt sich demnach als ein dreifach 
ausgedehntes Punktkoutinuuui oder als ein zweifach 
ausgedehntes Linienkontinuum oder endlich als ein ein- 
fach ausgedehntes Fläehenkontinuum dar." 

„Der Punkt lafst sich nicht als Kontinuum darstellen; 
man hezeiehnet denselben wohl auch, nm seinen Charakter 
als Element hervortreten zu lassen, in Bezug auf die Terschie- 
denen Arten der Ausdehnung als das nullfach ausgedehnte 
Gebilde." 

„Der Punkt ist das erzeugende Element des Raumes 
und der Raumgehilde," 

Da die Erzeugung in drei Btufeu geschieht, so resultiert 
die Existenz der drei Dimensionen resp. zweier, resp, eiuer. 

„Der Raum und die Raumgebilde sind Gröfsen" (ohne 
Rücksicht auf Quantität oder Mefsbarkeit). 

An diese analytischen und synthetisclien Betrachtungen 
knüpft sich noch ein ausführliches analytisch -synthetisches 
Kapitel. 

Der Abschnitt „Die Lehre vom Raum und den Raum- 
gebilden" behandelt die Geometrie als Wissenschaft. Dann 
erst geht Wemicke („entnommen der an alytiscli-syntheti sehen 
Betrachtung") zur „Euklidischen Geometrie" über. Die Asiome 
dieses Teils sollen wenigstens kurz angegeben werden. 

„L „Der Raum ist stetig ausgedehnt." (Zerlegbarkeit, Er- 
zen gbarkeit.) 

II. „Die Zerlegbarkeit des Raumes findet ihre Grenzen 
erst, wenn man beim Punkt angekommen ist." 

III. „Der Punkt iäfst sich als erzeugendes Element aller 
Raumgebilde und des Raumes selbst benutzen." 

IV. „Der Raum ist gleichartig gestaltet." 

V. j.Der Raum ist als Punktkontinuum dreifach aus- 
gedehnt (oder tridimonsional)." 

VI. „Der Raum ist iu sich kongruent." 

aufeinauder folgender, d. h. oliiie Diiterbreohmig (lioiitiniiierlicli) anein- 
ander gefiifrter Pimkte auf, als ein I'uiil;tkontiniium." 
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VII, „Der Raum ist monodrom gestaltet." 

VIII. „Der Raum ia unerschöpflich." 

IX. „Der Raum ist einfach zu sa mm enh äugend." 

X, „Der Raum ist unbegrenzt ausgedehnt." 

Diese Axiome werden zusammengefaTst in dem Satae: 
„Der Raum ist ein dreifach ins ünhegrenzte ausgedehntes 
Punktkontinuum von einfachem Zusammenhange, in welchem 
sieh durch Analyse und Synthese starr bewegliehe Gebilde 
von monodromem Charakter in beliebiger Menge als Gmfsen 
aus einem Element (Punkt) erzeugen lassen." 

Durch Aufstellung weiterer besondrer Axiome wird dann 
die allgemeine Geometrie derartig beschränkt, dafs sie in Über- 
einstimmung gebracht wird mit der Erkenntnis der Aufsenwelfc. 



Beckmann, Die geometrischen Grundgebilde etc. — Fest- 
schrift z. 34. PhiJ.-Vers. — Trier. 

„Alle, auch die verwickeltsten räumlichen Formen (Figuren) 
können durch gesetzmäfsige Aneinanderreihung, durch be- 
stimmte Drehungen oder fortschreitende Bewegungen dreier 
absolut einfacher, gewissermafsen atomistischer und daher auch 
undefinierbarer Grundformen oder Elemente, nämlich des 
Punktes, der Geraden und der Ebene hergestellt werden. 
Der Raum ist ebenfalls eine Grundform, aber unbeweglich 
und deshalb unfähig, zusammengesetzte Formen, welche uut«r- 
aueht werden können, zu bilden." 

Klügeis Wörterbuch giebt keine besonderen Erklärungen 
der vorliegenden Begriffe. 



L. V. Pfeil, Grunerts Archiv 49, p. 180. Zur Theorie der 
geraden Linie. 

„Ein nach Länge, Breite und Dicke begrenzt gedachter 
Raum ist ein geometrischer Körper. Einen Plächenraum oder 
eine Fläche denkt man blofs als Länge und Breite, eine Linie 
blofs als Länge. Betrachtet man blofs den Ort eines Dinges 
und denkt diesen ohne Länge, Breite und Dicke, so ist dieser 
Ort ein Punkt. Ein Punkt nach irgend einer Richtung fort- 
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bewegt, besclircibt eine Linie. Eine bewegte Linie boschreibt 
eine Fläche, eine bewegte Fläche eiiiea Körper, Man kaun 
also die Linie als den Weg eines Punktes, die Fläche als den 
Weg einer Linie, <3en Körper als Heu Weg einer Fläche be- 
trachten." 



Arnetli, System der Geometrie. 

„Die Form, die Gestalt, der mathematische Körper, der 
ßaum, welchen der physische Körper einnimmt, ist das aus 
der äufseren Wahrnehmimg durch Abstraktion Erhaltene, Ge- 
gebene, Mögliche, Denkbare . . . ." 

„Eine bestimmte Form wird von dem übrigen Kaume 
abgegrenzt durch Flächen, die Grenzen dieser sind Linien, die 
Grenzen der Linien Funkte." 

„Der Punkt hat als Grenze der Linie keine Gröfse mehr. 
Der Ort im Räume, wo ein Punkt sich befindet oder gedacht, 
wird, keifst sein absoluter Ort. Wird der Ort eines Punktes 
auf andere gegebene Orter bezogen, so erhält man den rela- 
tiven Ort oder die Lage dos Punktes. Die unmittelbare 
Beziehung eines Punktos zu einem andern wird Richtung 
genannt." 

Nachdem sich Arneth über die Dimensionen ausgesprochen, 
fährt er fort: 

„Die Form, der mathematische Körper, wird individualisiert 
durch die Anzahl, Beschaffenheit, Gröfse und gegenseitige 
Stellung der begrenzenden Flächen; die Fläche durch die An- 
zahl, Beschaffenheit, Gröfse und gegenseitige Lage der be- 
grenzenden Linien; die Linie durch die Ausdehnung und Be- 
schaffenheit innerhalb ihrer begrenzenden Punkte."^) 



) Stützt m 11 1 90 einen Kj1| .■ v a 1 i n n \on n r TUö <■ 
begrenzt wird so kommt es illein ii lui die licolae und Besch^tteube t 
dieser Fl lohe Unniöghch abec wird diese Eiklarung wenn man sich 
eme unbegrenzte FhiGbe denkt also z B eine Kugelflicbe Die Aniabl 
der begtenzendcn Linien ist null wae soll man sich nua in diesem Fall 
vorstellen untei dem Ausdiucke de FUche wird indivj luahsiert duicb 
die Anzahl Beschaftenheit dtöfae und gegenseitige Lago dei tegceii^en 
den Linien f 
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Bartholomäi/) Gradlinige Planimetrie. — Jena 18Ö1. 
Die Definitionen der llaumfornieii sind: 
.,1) Der Körper ist die Raumform, welche drei Dimen- 
sionen hat. 

2) Die Fläche ist die Raumform, welche zwei Dimen- 
sionen hat. 

3) Die Linie ist die Eaumform, welche eine Dimenaiou hat. 

4) Der Punkt ist die Raumform, welche gar keine Dimen- 
sion hat." 

„Es ist nun die Frage, von welcher Baumform die Ent- 
wicklung ausgehen müsse. Nach vorstehender Definition 4) ist 
der Punkt ohne alle Ausdehnung, ist also zwar räumlich, 
nimmt aher nicht selbst einen Raum ein; er ist das Baumlose 
im Räume, das absolut räumlich Einfache. Daher mufs der 
Punkt der Anfang der Untersuchung sein."^) 

1) Ahhäiigigkeit der Elemente: „Der Pnnkt ist räumlich 
absolut einfach, foäglich hat er keine Elemente, sondern ist 
selbst Element; er ist durch sich selbst vollkommen bestimmt. 
Er ist eine Stelle im Räume, nicht Raum selbst. Kein 
Punkt ist vom andern verschieden, oder: alle Punkte sind 
kongruent."') 

2) Grosse: „Der Punkt ist ohne alle Ausdehnung, folglich 
hat er keine GrÖlse: er läfst sich rücksichtlich der Gröfse nicht 
mit einem andern Punkte vergleichen." 



) La tholomai tH It eine Be'raLhtin^LU miie e n uaü fol), ndeu 
f •-sii.htBpunkteii 1) AI liiingiykeit 1 tikn ente 2 b tiiae 3j Foim 
4) Lag. 

') Wie !L.h am AnfiDji dipse'' Kapitels tnchgewieaen lii! e — und 
woiauf schon an ?eiB hiedenen Stelltn im Veilauf der kritischen l ntei 
Butbu gpü bingewiesen weiden — sind Flachen und Linien elenong t 
ranmlo? als dei Punkt &ie nehmen in dei That ko iien Teil les Raimef, 
ein und aaiaus difa dei Punkt keinen Raum einnehme darf die he 
lechtigung ihn iin die Spitze eu atellea nicht gezogen werden Dils 
der Begiifi Pnnl t unter den raum!osen Gehiiden wiedei eine besondere 
Stellung Kinnimmt die zn dei fiaghcheii Bavoizugung Lerethtigt rnnft 
ins andern Gründen abgeleitet weiden 

) Da Gtüfee und bestalt nicht in Betiacht kommen können, so 
hiuidelt ea sich nur um Veischiedenheit der Lage bei veiBchiedenen 
1 unkten Ma.n veigl die leiden folgen leii & ifcje des Texten 
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3) Form: „Da der Punkt ohne alle Ausdehnung ist, so ist 
er gestaltlos, d, h, alle Punkte sind Jihnlich.'"} 

4) Lage: „Liegen mehrere Punkte au fser einander, so kann 
blofs von der Ordnung, in welcher sie aufgefafst werden sollen 
oder können, die Rede sein. Die ganze Frage wird durch die 
Korn bin ationsoperationen und Kombinationszahien beherrsclit. 
Die ersteren sind logisch, die letzteren mathematisch." 



Boymann, Lehrbuch der Mathematik. T. Geometrie der 
Ebene. ^) — Köln und Neufs 1877. 

Es wird vom Körper ausgegangen und vermittelst Gren«- 
betrachtungen werden die Begriffe von Fläche, Linie und Punkt 
gewonnen. 

„Der Punkt dient zur völligen Bestimmung eines Ortes 
im Räume." 

„Obgleich hiernach einleuchtet, dafs die Flache, die Linie, 
der Punkt nur am Körper vorkommen, so kann und mufe 
man sich dieselben doch auch abgesondert vom Körper vor- 
stellen".^) 

Alsdann wird der umgekehrte Weg eingeschlagen und die 
Erzeugung der Gebilde durch Bewegung beschrieben. Es heifsl 
scliliefslich: 

„Zur Vorstellung des geometrischen Körpers gelangt 
man mit Hilfe des physischen Körpers, indem man hei 
diesem von dem Stoffe, aus dem er besteht, absieht. Denn 
der geometrische Körper hat wie der physische Körper Aus- 
dehnung, Grenze, Gestalt; er unterscheidet sich aber von 
demselben dadurch, dafs er nicht, wie dieser, aus irgend einem 
Stoffe besteht." 

') Etwas, waa kPiUP Gestalt h tt, kann nicht einem andern ähnlich 
seia, denn was heiM almhch sem audei'i, als dieaelhe Gestalt haben. 
Dei &at2 wurde also mit andern Worten lantin Die gostaltloaeii Punkte 
haben dieselbe Gestalt 

") Besprochen in H Z IX p. 209—210. 

') Wenn man das nar konnte; später giebt Boymann an, wie man 
zai Voiatellung des geo metrischen Körpeta gelange, nicht aber, wie zn 
derjenigen der Raumgcbildp Daraus geht hervor, dafs auch Boymanu 
die Vovstellnng dieser Ranmgebilde fiir niclit möglich liilU. 



y Google 



- 24?, ~- 

Bretsclieiiler, Lehrgebäude der niederen Geometrie. — 
Jena 1844. 

„Jeder Form kommen die drei Ausdehnungen (Lilnge, 
Breite, Dicke) oder Abmessungen (Dimensionen) zu. Es ist 
indessen nieht nötig, an einer Form immer alle drei Abmes- 
sungen zugleich zu betrachten; man kann vielmehr auch blofe 
zwei und selbst nur eine derselben in Untersuchung nehmen. 
Dadurch entstehen dei verschiedene Gattungen geometrischer 
Gegenstände, niimlich 1) solche, die blofs eine Abmessung 
besitzen, sie werden Linien und ihre Abmessung Länge ge- 
nannt; 2) solche, die zwei Abmessungen haben, sie heifsen 
Flächen und ihre Abmessungen Länge und Breite; und 
3) solche, denen alle drei Abmessungen zukommen und die 
man mit dem Namen Räume bezeichnet. Linien, Flächen 
und Räume werden unter der allgemeinen Benennung geo- 
metrische Gröfsen zusammengefafst." ') 

„Linien, Flächen und Räume kann man sich als ohne 
Aufhören fortgehend denken, oder sich auch vorstellen, dafs 
irgend ein Teil derselben auf bestimmte Weise von dem übrigen 
Ganzen abgeschieden sei; im ersten Falle nennt man sie un- 
begrenzt, im zweiten begrenzt. Da aber die Grenze einer 
geometrischen Gröfse kein Bestandtteil der letzteren selbst 
sein darf, so mufs sie immer eine Abmessung weniger haben, 
als die Gröfse, welche von ihr begrenzt wird." 

„Die Grenze einer Linie dagegen ist ein räumlicher Gegen- 
stand, der gar keine Abmessung besitzen kann, sondern blofs 
den Ort im Räume bezeichnen darf, wo die begrenzte Linie 
aufhört. Jede bestimmte Stelle im Räume aber, wenn sie als 
solche bezeichnet werden soll, wird ein Punkt genannt." 



Grelle, Über Parallelen-Theorien etc. — Berlin 181.6. 

„Ein nach allen Seiten ausgedehnter Raum keifst körper- 
licher Raum. Eine Grenze, in welcher ein körperlicher 
Raum an einen andern stöfst, heifsfc Fläche. Eine Grenze, 



^ Die um gekeilte Anordnung der EanmgebiWo \ 
leitenden S'ätneu docb viel natürlicher gewesen. 
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m welcher ein Flnchenvauui au einen audern stöfsl, lieitst 
Linie, Eine Grenze, in welcher ein Linienranm an einen 
anderu stöfat, heifst Punkt." 

Hieran giebt Grelle folgencle wichtige Erläuterungen:*) 

„Die Fläche iat nielit in die körperlichen Räume ausge- 
dehnt, die sie sondert, weil diese körperliehen Räume als Teile 
einer stetigen GrÖfse ohne Zwischenraum aneinander liegen. 
Aber anch in keinen andren körperlichen Raum, weil sie an 
keinem andern liegt. Die Fläche ist also überhaupt als körper- 
licher Raum nicht ausgedehnt." (!) 

Analog wird ausgeführt, dafs anch Linie nnd Punkt als 
körperlicher Raum nicht ausgedehnt sind; ausdrücklieh hebt 
Grelle dann weiter hervor, dafs, wo Flächen, Linien und Punkte 
sind, auch körperliche Räume sind, weil die Grenze nicht da 
ist ohne das Begrenzte. Es heifst weiter: 

„Da der Punkt nicht als Linien-, Flächen- oder körperlicher 
Raum ausgedehnt ist, so ist er gar nicht ausgedehnt. Der 
Punkt ist also das Unteilbare. Er ist kein Raum, sondern 
nur ein Ort im Räume." 

„Da ein Punkt kein Raum ist und folglich keine Grenzen 
hat, so unterscheidet sich ein Punkt durch nichts^) von einem 
andern Punkte." 

J. 0. Becker, Abhandlungen ans den Grenzgebieten der 
Mathemitik und Philosophie III Übei die Giundbe^fiifte ) tt( 



') Man T«igl meine Autfuhiungen über die Paiinigel ilde 
*j Als dmcli die Lage — Die Hiklareudeo Woite die =icli f ii Pnnkt 
fast von allen angeführt finden Oit, btelle sin 1 — wie aoclimals ans 
druckhch hervoi gehoben xeiQ luoje — nicht etwa Eiklunngei (De 
finitionon) des Punktes Bondfin nui andeie Naioeii sie be'-itzBii jedoch 
erlAuteriiden Weit 

=j bespiochen in '^chl Z XV U und austnhilich in H / III i 
4e5— 473 — "ieKtus Enipiin.u'i '^chhef t leine Rpzenaioi (die IctztuL.) 
tiotz maonigfichei Bedenken die er geaufsert h^t mit cko Worttin 
Diese Abhandlung scheint Eeferont ih die wichtigste lehrieichste und 
il^iuin le'ena und empfehle nswetteite Sie nötigt zweifelaobne Arn 
jeaigcn der mit dem ernsten Willen iber geon etiiache GrundhegiiUc 
klai BU weitlen in sie herantutt zum tipleien NachdPnken und durfte 
vorauglich geeignet Be)n zm Heiibildung oäei Befestigung o'eometu nhei 
Grund begnfte 
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„Wio wir lins cbs Eauiues erst mit ilet Eiiiwirkuiig äul'sei'ev 
Objekte auf unsere Sinne als des Ortes, wo wir tlie Ursaclie 
iJieser Einwirkungen suchen, bewufst werden, so gelangen wir 
aucli erst durch die Waliruelimung wirbliclier Objekte zu der 
Vorstellung reiner Raumgebilde, indem wir von allen empiri- 
seheii Daten derselben abstrahieren. Nur durcli Abstraktion 
aus wirklichen Körperu erhalten wir succesive die 
Vorstellung von mathematischen Körpern, Flächen, 
Linien und Punkten. Obwohl durch Abstraktion erhalten, 
so sind diese Vorstellungen doch noch anschauliche Vor- 
stellungen.^) Was wir aus einem angeschauten physischen 
Körper als mathematischen Körper übrig behalten, nachdem 
wir von allem, was unsere Sinne an ihm wahrgenommen, ab- 
strahiert haben, ist gerade das, wovon nicht abstrahiert werden 
darf, ohne dafs das übrig bleibende aufhört, Anschauung zu 
sein: denn jeder Körper mufs notwendig raumerfüllend vor- 
gestellt werden. Dieser vom Körper gerade eingenommene 
Raum wird aber nicht selbst als mathematischer Körper fest- 
gehalten, sondern das Bild, das wir von diesem Räume er- 
halten, die räumliche Gestalt, die wir nicht blofs hier, 
sondern an jeder beliebigen anderen Stelle des Raumes, die 
wir ebensogut als bewegt d. h. ihre Stelle ändernd, wie als 
ruhend uns vorstellen können: „Ein mathematischer 
Körper ist nicht ein begrenzter Raum, sondern das 
Bild eines begrenzten Raumes." Durch weitere Ab- 
straktion gewinnen wir in der Oberfläche des Körpers oder 
in einem beliebigen Teile derselben die immer noch anschau- 
liche Vorstellung einer Fläche. Anschaulich für sich allein 
ist dieselbe aber nur, insofern sie eine Gestalt hat, ein Bild 
it>t: eine Fl.iche eischcmt in jedem Momente, wo sie 



') Wie ans meinen friiheien Auaeinandetsetzimgen hervovgelil, lie- 
finde lob mich hier nicht m Emklang mit dem beröhmten Verfaseer. 
loh J.ann dmchaua die Eaumgebilde Fiüchen, Lirien und Punkte nicht 
fOi aiiBchanliche Voiatellungtn halten, sondern erkläre sie für Vorstel- 
lungen nn^eies Denkens d h fdr Eegriffp. — Übrigens geht Becker an 
einer andein Slelif (ii> derselben Abbsudlnng) auf diese Frage näher ein 
und k.iujpft atlbst gpgtn die AnffHRBinig, als wenn die fiaiimgebilde (aufaer 
liui|jLi) iui Sil h ItU.iLbtet ajibchdulichc Vui Stellungen wären. 
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anacliaiilicb vor uiia stülit, als Treniiiiiigsstelle i^wüiei' 
Räume; als Gegenstand der Mathematik ist sie jedoch 
meist nicht diese Stelle, sondern das Bild dieser 
Stelle. Auch kann man sie auffassen als Grenze . , . , 

Dasselbe gilt von der Linie, wenn man sie als Bild der 
Grenze einer Fläche oder als Bild der Trennungsstelle zweier 
Flächenteile, oder als Begrenzung oder Teilstelie eines Flächen- 
bildea auffafst. Der Puukt en^Jich ist nur noch als Begren- 
zung oder als Teilstelle einer Linie oder als Spitze an einer 
Fläche, nicht mehr für sich allein anschaulich vorstellbar, da 
er keine Gestalt hat." 

Bei allen drei Eaiuugebilden macht Becker darauf auf- 
merksam, dafs sie ebenso gut im Zustand der Kühe, als in 
demjenigen der Bewegung aufgefal'st werden können. „Aller- 
dings ist die Bewegung eines Kaumgebiides, wie dieses selbst, 
eine blofs eingebildete."^) 

„Die Objekte der Geometrie, die reinen Kaunige- 
bilde werden aber im Räume nur angetroffen, inso- 
fern man sie entweder durch Abstraktion aus wirk- 
lichen Objekten übrig behält, oder insofern mau sie 
selbst erst erzeugt." 

„Dadurch, dafs wir räumliche Gestalten ihren Ort im 
Räume stetig ändernd uns vorstellen können, ist es allein 
uns möglich, selbständig neue Baumgebilde zu erzeugen. Denn 
ein neues Eaumgebilde entsteht vor unserem inneren Auge, 
indem wir ein anderes bereits bekanntes im Zustande der Be- 
wegung uns vorstellen, und dabei die Bahn dieser Bewegung 
verfolgen. Denken wir uns einen Punkt bewegt, so erhalten 
wir in seiner Bahn die Vorstellung einer Linie, und ans der 
gedachten Bewegung einer Linie geht das Bild einer Fläche 
hervor etc." 

In f 1 tri Fl" 1 n n I L" ■ ' 1 1 
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Teil« des Raumes oder Stellen in demselben, sondern die 
Bilder, d, h, die aiiadiauliehen Vorstel hingen, welche wir von 
ihnen haben, verstanden werden, können dieselben wirklich 
durch Bewegung anderer Eaumvoratellungen erzeugt werden." 

Becker widerlegt alsdann Trendelenburg, der vom Punkt 
— den er einfach setzt — ausgeht und durch die Annahme, 
dafs die Bewegung das erste in unserem Bewufstsein sei, zu 
„sonderbaren Ideen" gekommen ist, die „eine heillose Verwir- 
rung der Begriffe angerichtet haben." Auf Trendelenburgs 
Ausfalirungeu mufs bei der Behandlung des Begriffs Bewegung 
noch näher eingegangen werden. — Auch gegen Prof. Wolf 
in Zürich polemisiert Becker, der, allerdings auch ganz im 
Gegensatze zu meinen Ausführungen, folgendes in seinem Hand- 
buche sagt: „Früher stellte man gewöhnlich den Begriff der 
dreifachen Ausdehnung an die Spitze der Geometrie und stieg 
davon durch Zerlegen zu dem Punkte hinab"; es geht daraua 
hervor, dafs Wolf mit dem Punkte beginnt. Becker schliefst 
seine Zurückweisung dieses Verfahrens mit den Worten: „Man 
geht aber auch nicht 'vom Begriff der dreifachen Ausdeh- 
nung', sondern von der anschaulichen Vorstellung des Raumes 
und seiner Teile aus, um von ihnen zu dem durchaus nicht 
von selbst klaren Begriff des Punktes zu gelangen. Hat mau 
diesen aber einmal gewonnen, so ist es allerdings das Ein- 
fachere und es läfst sich nichts dagegen einwenden, wenn man 
nun wieder umgekehrt von ihm ans zu dem weniger einfachen 
stetig fortschreitet." 

Der Schlufs der Abhandlung beschäftigt sich noch ein- 
mal mit den Riemann-Helniholtzscheu Untersuchungen, 



J, B. Sturm, Die Grundanachauungen der Mathematik. 

„Reale Einheiten sind die geometrischen Gebilde, In 
ihnen treten die unter ständlichen Einse nicht so klar hervor, 
als in den idealen, aber sie sind vorhanden, jedoch nur idea- 
liter. Der Geist zerlegt nämlich das geometrische Gebilde in 
Punkte; aber diese Zerlegung ist keine reale, oder eine solche, 
nach welcher z. B. ein Dreieck in Stücke geteilt wird, sondern 
nur eine ideale, und eine im Geiste vollzogene. Wcnu auch 
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die l'uiikte iiidit geiiälilt worcleu könneu, iliru Summe ist rcii- 
liter Yoriianden,') sie besteht nämlich in dem geometrischen 
Gebilde selbst. Diese ideale Zerlegung der geometrischen 
Gebilde ist es, welche direkt ihre Gleichheit und die Be- 
dingungen dieser aufzeigt. Dasjenige, welches die mehreren 
Punlcte fafst, ist das gröfsere. Unter Grösse eines geometri- 
schen Gebildes ist also der Umfang seines Ausgedelmtseins 
zu verstehen." 

„Die Linien, Flächen können aber auch zu Flächen, 
Körpern zusammengesetzt werden." 

„Raum und Zeit entstehen nicht aus der Bewegung; diese 
setzt vielmehr Raum und Zeit voraus Allein die Er- 
kenntnis des Räumlichen und die Evkeuntiiis des l'uuktes 
existieren zumal; mit der Vorstellung des Ausgedehntseins 
nach drei Richtungen ist die des Punktes unmittelbar ver- 
bunden; ebenso die der Linie, ^) denn Linie ist nichts anderes 
als Richtung. Wie kann man also sagen, dafs durch die Be- 
wegung eines Punktes die Linie entstehe? Zudem ist mit dem 
Begriffe der Bewegung ein wohin verbunden; dieses wohin ist 
aber uicht denkbar ohne Raum." 



Schraitz-Dumont, Die mathcDiatisclien Elcmonte der Er- 
kenntnistheorie etc. 

„Eine Eiementarsetzung im Nebeneinander in dem Sinuc, 
dafs sie weiter keine Bestimmung enthalten soll, als den all- 
gemeinen absolut einfachen Akt des Setzens, heifst in der 
geometrischen Sprache Punkt. Wir klassifizieren einen Sinnes- 
eindruek nach diesem Begriffe, wenn er ein absolut ein- 
facher ist. Der Punkt ist deshalb ebenso Grenze eines jeden 
geometrischen Gebildes, wie die Einheit Grenze einer jeden 
arithmetischen Form, und die Null Grenze eines jeden arith- 
metischen Inhaltes, Zwei Punkte nebeneinander ohne Zwischen- 
raum ist deshalb ein Widerspruch; es wäre ein Nichts, 

') Damit stellt Stuvm sich auf den Standpunkt, den Puukt iils 
etwas ÄuBgedelmteH zu fassen, sonst könnte die Summe von Puuktun 
niulit lealitei' als Linie exiBtieren. 

'-) Ü. h. doch nur iler ^jeiiulön Liiiio. 
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welches tryta seiner Nieht-ExisteiiK Kwei wirküelie Gi'eiizeu 
hätte." ^) 

„Ebensowenig wie lHü Eins eine Zahi/) die Null eine 
tjuantität, kann iliir Piinlit ein geometrisches Eleuieiit") ge- 
nannt werden; er ist lediglich Grenzbestimmung und kann nie 
etwas anderes werden." 

„Ueometrischea Körper nennen wir das (.Tebilde, welches 
durch die Wechselwirkung dreier einfacher Ausdelmungen- eit- 
steht, also eine Funlition aus drei Bestimmungen der Aus- 
dehmmg." . 

ßeez/) Über Euklidische uiul Nickt-Euldidische Geometrie. 
- Plauen i. V. 

„An der Spitze der Euklidischen Geometrie steht die Er- 
klärung: Ein Punkt ist, was keine Teile hat. Bei dieser De- 
finition, ivie auch bei einigen anderen vermissen wir vor allen 
Dingen die Angabe des allgemeinen Begi-ifFs, imter welchem 
der speziellere Begriff „Punkt" zu snbsummieren ist. Wir er- 
fahren niclit, in welcher Beziehung der Punkt, der doch Gegen- 
stand der Raumlehre sein soll, zum Räume steht, ob er über- 
haupt etwas Räumliches ist. Mit demselben Rechte liefse sich 
d Iv d E Algebra, das „Jetzt" in 

Z fe 1^ Zeitpunkt, ja jeder ab- 

k B g ft d T e zerlegen läfst, als etwas 

diu nwk T h D sen Fehler haben spätere 
Gn — b £fn n m Sinne EuMids — dadurch 

b d fi iereu; Der Punkt ist ein 

m keine Ausdehnung hat. 

L ine Fläche, einen Körper 

welche bezüghch eine, zwei 

A »d" Wird der Begriff „Ab- 

klich IQ die Geometiie eiHge- 

U imgea, wie die vorliegende, 
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oder drei Abmessmigeu besitzt. Der Puukt kann wohl, wie 
jedes andere Baiimgebilde, eine Stelle im Räume einnehmeu, 
ist aber nicht identiscli mit dieser Stelle, da er sich fortbe- 
wegen kann, während die Steile bleibt, '^) Wollte man aber 
trotzdem diese Definition beibehalten oder auch angeben, der 
Punkt sei ein Kaumgebilde — nicht Raumgröfse — welches 
keine Ausdehnung besitat, so würde man doch immer die Vor- 
stellung des Raumes neben der des Punktes im Räume ein- 
führen, also den Aufbau der Geometrie an beiden entgegen- 
gesetzten Enden Punkt und Raum gleichzeitig beginnen, während 
sieh doch zeigen laTst, dafs die Vorstellung des letzteren allein 
hierzu ausreicht. Dafs aber die Verbesserung der Euklidischen 
Definition nicht im Sinne Euklids liegt, glaube ich aus folgen- 
den Gründen annehmen zu müssen. Euklid kennt blofs Punkte, 
Linien, Flächen, Körper. Der Raum, in welchem dieselben 
existieren, ist ihm als Vorstellung unbekannt, er besteht für 
ihn blofs als Möglichkeit, Konstruktionen ausführen zu können. 
Nun ist der Punkt von den genannten vier Dingen das ein- 
fachste, eine ftovag, etwas Ursprüngliches, Unteilbares und 
deshalb erscheint es ihm, dem Schüler Piatos, als das Wich- 
tigste, Hiermit steht auch die Auffafsung seines Kommentators 
Proclus, der eine lange Auseinandersetzung zu der ersten De- 
tinition Euklids gegeben hat, im Einklang. 

„Er schreibt: „Dafs in Bezug auf den Ühergan;^ vom 
Zusammengesetzten zum Einfachen der Geometer vom drei- 
fach Au sgedehnten zi^~~Gfenze desselb en, zur 1* 'lache, von 
dieser Fläche zu ihrer Grenze, der Linie, von der Linie zu 
dem jeglicher Ausdehnung entbehrenden Punkt gelangt, ist 
oft gesagt worden und allgemein bekannt. Da aber diese 
Grenzen wegen ihrer Einfachheit oft wichtiger erscheinen als 
die Natur des Zusammengesetzten, oft aber auch, wenn sie 
ihre Existenz dem verdanken, was von ihnen begrenzt wird, 
etwas Zufälligem gleichen, so ist in beiden Fällen festzustellen, 



') loh halte Pnnkt und Stelle (oder Ort) cur für zwei verschiedene 
BeEeichiiungen deEselhen Begriffs; allerdings nehme ich auch die that- 
aächliche Bewegungalosig-keit des Punktes an, würde also hier folgern 
möasen: PunVi uud Stelle sind identisch, daher der Punht sich auch 
tiicbt bewegen kiinn. 
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in welchen Arten des Seienden das Eine oder das Ändere er- 
kannt wird." Er führt nun weiter aus, dafs in nichtmate- 



rie llen Dingen das Einfache wichtiger sei als das Zusammen - 
gesetzte ... — In materiellen Dingen dagegen sei das Zn- 
Bamme ngesetzte_ _Hifcbtiffer als das Einfache ... — Es mögen 
diese Ausführungen geniigen, um zu zeigen, dafs Euklid als 
Platoniker notwendig beim Punkte beginnen und von ihm aus 
die Raumgebilde entwickeln mufste, freilich ohne sich bewufst 
zu werden, dafg er doch immer den dreidimensionalen Raum 
stillschweigend postulierte. Daher mifslingen ihm auch die 
Definitionen der Linie und Fläche, da er den allgemeinen 
Begriff Raumgröfse nicht kennt. Eine Linie ist nach ihm 
„eine Länge ohne Breite" und eine Fläche, was „Länge und 
Breite hat", als ob Länge und Breite ursprüngliche, einfache 
Begriffe wären und nicht vielmehr erst durch Abstraktion aus 
dem tlächenhaften Wahmehmungsbild unserer Gesichtsempfin- 
dung oder aus der Vorstellung des festen Körpers, die 
wir durch Kombination von Gesichts- und Tastempfindungen 
eihalten, abgeleitet würden. Die dritte Erklärung: „Das 
Aufseiste emer Lmie sind Punkte" und die sechste: „Das 
AuXaerbte emer Pldche sind Linien" stellen den erfahrungs- 
geniafsen Zusammenhang des Punktes mit der Linie und der 
Luiie mit dei Flache fest." 

Nachdem Beez dann noch die Gerade und die Ebene be- 
sprochen, Ausführungen, die an andrer Stelle zitiert werden, 
schliefst er folgendermafsen: 

„Durch die vorstehenden Betrachtungen glaube ich zu 
dem Schlufs berechtigt zu sein, dafs man bei der Begründung 
der Geometrie nicht vom Punkt, sondern vom Körper ausgehen 
müsse, ^) an dem wir ja überhaupt unsere Raumvorstellung 
zuerst erlernt haben und ohne den wir vermutlich dieselbe 
gar nicht oder wenigstens nicht in gleicher Deutlichkeit be- 
säfscn." 

Cielle, Lehibuch dei Elemente — Beilui 1^2() 

') Dafs icli in diecer Fiage mit Büce vollottliidig ii herein Amine, 
^eht zwai aus meiUBti frubeien iusfuhiungea hervor, soll aLer auch 
h ei 110 1 niijal au-idiii-lh li Ittmt wpidm 
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p. 1. „Die Grenzen von Riiiimen heil'seu Flächen. Bin 
begrenzter Raum heifst körperlicher Raum zum Unter- 
schiede von dem Räume überhaupt, id welchem sich be- 
grenzte Räume befinden. Die begrenzenden Flächen heifsen 
auch Flächenräume. 

Die Durchschnitte von Flächen, welche also Teile der 
Flächen begrenzen, heifsen Linien. 

Die Durchschnitte von Linien, welche nun Teile der Linien 
begrenzen, heifsen Punkte. 

Flächen sind daher Grenzen körperlicher Räume, Linien 
siu<3 Grenzen von Flächen, und Punkte Grenzen von Linien, 
und so, wie man aus dem unbegrenzten Ramue beliebige 
körperliehe Räume absondern und weiter iu dieselben beliebige 
Flächen legen kann, so kann man in Flächen-Räume beJiebige 
Linien und in Linien beliebige Punkte legen. 

A'^on Flächen begrenzte körperliche Räume, und von Linien 
begrenzte Fläehen-Räume heifsen auch Figuren, auch wohl 
blofs letztere Figuren, erstere, abgekürzt, Körper. 

Je nachdem die Flächen, welche Körper, oder die Linien, 
welche Flächen, oder die Punkte, weiche Linien begrenzen, 
mehr oder weniger Raum einschliefsen, sind die Körper, Flächen, 
Linien grofser oder kleiner. Die Gröfse der Körper, Flächen 
und Linien in diesem Sinne heifst Ausdehnung.') 

Da sich Linien nicht in die Flächen, die sie begrenzen, 
sondern nur in sich ausdehnen, so haben sie nur eine Aus- 
dehnung. Diese eine Ausdehnung heifst Länge. Flächen 
dehnen sich nicht in die körperlichen Räume aus, die sie be- 
grenzen, wohl aber neben beliebige Linien, die mau in sie 
legen kann. Diese zweifache Ausdehnung wird bezeichnet, 
wenn man sagt: Flächen dehnen sich in die Länge und in 
die Breite aus. Körper dehnen sieh auch neben behebige 
Flächen aus, die man in sie legen kann, Deshalb sagt man, 
sie dehnen sich in die Länge, in die Breite und in die 
Höhe aus. Die Ausdehnung der Körper und Flächen über- 



Lat der Ausrh kIv difs Punkte aui emet Linie, odür Linieu 
(.bi Laum em^chlier fn ja 1 eiiistiaden, denu weder Fliiclien 
Uinim ubi,ihiint Kwm. Lin, ilhü "ludi nidit Teile von ihnen. 
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lianpt lieifsl auch Inhalt, auch wohl boi Körpern iiisbesonileve, 
zum Unterschiede, Volumen. 

Die verschiedenen Arten der Ausdehnung in die Länge, 
Breite und Höhe heifsen Abmessungen. Die Körper haben 
also drei Abmessungen, die Flächen zwei und die Linien eine. 

Da gleich grofse Körper, Flächen und Linien verschiedene 
Gestalt und gleichgestaltete Körper, Flächen und Linien 
verschiedene GröTse haben können, so kommt es nicht auf 
die Ausdehnung oder GrÖfse der Körper, Flächen und Linien 
allein an, sondern auch auf ihre Gestalt".^) 



Francoeur, Vollständiger Lelirkursiia der reinen Mathe- 
matik etc. — Bern, Chur uud Leipzig 1839. I, 3. 

„Jeder Körper hat drei Abmessungen oder Dimen- 
sionen, welche mau mit den Namen Länge, Breite, Höhe 
(Dicke oder Tiefe) bezeichnet. Die Grenzen eines Körpers, 
die ihn vom unendlichen Eaume unterscheiden und ohue die 
er nicht gedacht werden kann, werden Flächen genannt. 
Treffen die Flächen eines Körpers je zwei zusammen, so haben 
solche ebenfalls ihre Grenzen, die Linien heifsen. Die Linien 
endlich haben an dem Ort, wo sie einander begegnen, ihre 
Grenzen, die Punkte genannt werden. 

Diese verschiedenen Arten von Grenzen geben das Mittel 
ab, wonach wir die Figur des Körpers beurteilen. 

Wiewohl es keine Körper ohne diese drei Dimensionen 
geben kann, so abstrahieren wir jedoch öfters von einer oder 
zwei derselben. Handelt es sich z. B. von der Gröfse eines 
Grundstückes, von der Höhe eines Gebäudes, so hat man es 
nur mit einer Fläche oder einer Linie zu thun,^} 

„Wir unterscheiden den geometrischen Körper von dem 
physikalischen. Jener ist der blofse Raum, den der andere 
einnimmt, abgesehen von aller darin enthaltenen Materie. 



') lüsofern man Gtbilde für sich betiaehtet; bei der Betiatlitung 
mehvnrpr Gebilde kommt es auch auf die gegenseitige Lüge an. 

') Diese Bemerkung ist rociit gut, da sie uns ein Beispiel aas der 
Praais giebt. 
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Man betrachtet in der Geometrie an clem pliysikalisclien Körper 
nur seine Form und Gröfse. — Der geometrische Punkt, dem 
jede Ausdehnung fehlt, ist blofa in der Idee möglich/) Von 
gröfseren oder kleineren Punkten kann also hier nicht die 
ßede sein." 

„Man kann eine Linie gewiss ermafsen als die Bahn an- 
sehen, die ein Punkt bei seiner Bewegung im Räume beschreibt." 



V. Forstner, Grundrifs etc. — Berlin 1826. 

„Stelleu wir uns einen Teil dieses Raumes (s. das 
betr. Zitat) Überall als begrenzt vor, so erhalten wir einen 
Körper, wie die Geometrie ihn nur betrachtet. Das was 
den Körper begrenzt, heifst seine Fläche; das was die Fläche 
begrenzt, heifst Linie, und die Grenze der Linie heifst ein 
Punkt. 

„Der Körper ist ein Teil des Eaumes, also mit ihm 
gleichartig, daher auch er nur Ausdehnung hat. 

Die Fläche ist kein Teil des Körpers, sondern nur 
Grenze desselben; aber sie ist eine stetige GrÖfse. 

Die Linie ist kein Teil der Fläche, sondern nur die 
Grenze derselben; doch ist sie eine stetige Gröfse. 

Der Punkt ist nur Grenze, aber kein Teil der Linie. 

Es kann also nie eine Linie aus der Zusammensetzung 
von Punkten, nie eine Fläche aus der Zusammensetzung von 
Linien und nie ein Körper aus der Vereinigung von Flächen 
entstehen, wenn man auch noch so viele derselben an oder 
auf einander bringt.^) 

Daher sind Körper und Flächen, Körper und Linien, sowie 
Flächen und Linien, ungleichartige^) GrÖfsen." 

') Ist denn ein geometriEcher Körper anders als in der IJce inögiichv 
Er ist doch auch, niiv etwas Gedachtes. 

*) Dafs dies so beaondera hervorgehohen wird, wie hier gcsciiieht, 
ist sehr richtig; es wird dadurch einer falschen Vorstellung von yoni- 



^) Es wäre wohl nicht zwecklos gewesen auf diese Ungleichaitigkeit 
noch etwas näher einzugehen, besonders da die Gleichartigkeit des Baumes 
vielleicht dazu verleiten könnte, auch für die Raumgohilde Gleichartigkeit 
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Auch die FlSclio hat uHendheh ^iele Äusdehnuiigcii, nur 
nicht nach allen Richtungen hin. Von diesen Ausdeh- 
nungen betrachten wir aber nur zwoi."^) 

„Die Linie hat nur eine Ausdehnung." 

„Der Punkt kann, als Grenze der Linie, gar keine Aus- 
dehnung haben, weshalb er auch keine Grolae ist." 

„Wenn auch Körper, Fläche, Linie ihre Grenzen haben, 
so kann man sie sich dennoch als unendlich ausgedehnt vor- 
stelleu, welche Vorstellung oft ihren Nutzen hat. Der Punkt 
kann aber durchaus nicht ausgedehnt gedacht werden, ohne 
dabei gleichsam zur Linie, Fläche oder Körper zu werden, 
welche Vorstellung hier nicht gültig sein kann." 

„Üa die Geometrie den Körper nur in Hinsicht seiner 
Ausdehnung betrachtet, so abstrahiert sie von allem, was wir 
aufser derselben bei den Körpern, wie sie uns im Leben er- 
scheinen, noch finden, als Materie, Gewicht, Farbe u. a. w." 
„Es sind daher die vier geometrischen Begriffe: Körper, Fläche, 
Linie und Punkt nur Ideale, welche wir in der Wirklichkeit 
nirgend allein finden. 

Und dennoch lassen sich die geometrischen Lehren auf 
alle Körper u. s. w., wie wir sie im Leben finden,*) anwenden, 
eben weil sie das betrachten, was allen Körpern u. s. w. ge- 
mein ist, die Ausdehnung nämlich. — Aber eben hierin 
finden auch viele, bei der Anwendung der Geometrie vorkom- 
menden kleinen Unrichtigkeiten ihren Grund, weil das, was 
wir im Leben vorfinden, das Ideal nicht^) ist, von welchem die 
Lehren der Geometrie ausgesagt werden . . . ." 

„Man vergesse nie, dafs das, was von einer Figur be- 
wiesen wird, nicht von der Figur als solche, sondern stets 
von dem Ideale gilt, dessen unvoilkommtnes Bild die Figii 
ist, die als sinnliches Zeichen nie das Ideil eiieichen k'vnn' 

') Eb ist merkwuidig dafä dip anilOnö Betiaohtin^ be m Kö i 
fehlt ViellBioht wuide auch ein Eingehen daranf dafa dPi Koiper nach 
unendlith vielea Eiolitungea ausgedehnt ist dals die FHche ebenfalls 
nach nnendlich vielen Bithlungen lusgedehot ist dafs abei etwas gan? 
Verschiedenes TorliPgt nicht ohne Ivutzpn im UntPrncht -lem 

') Etwas andeies wie KoipPi finden wu im I el en mtht 

■^ Wenn wu die Raumgebille wiiklich vorlan leii ?o waitn es eben 
kerne Ideale 
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Fraiikeubacli, Lelirbiich der Mathematik, T. — Liegniti^ 
1889. 

Nachdem die geometrischen Gebilde vom Körper aus als 
GreDzeii bestimmt sind, wird auch der umgekehrten Betrach- 
tungsweise, der Entstehung der Gebilde durch Bewegung 
gedacht. 

Griinort, Lehrbuch der Mathematik. IT. — Brandenburg 
1870. 

„Ein Punkt ist das, was gar keine Ausdehnung, ga.r 
keine Teile hat."') 

„Was man im gemeinen Leben Punkte neunf, sind keine 
geometrischen Punkte, sondern kleine au,? Tinte, Kreide etc. 
bestehende physische Körper, die aber dem wahren geometri- 
schen Begriffe eines Punktes desto näher kommen, je kleiner 
sie sind. Den geometrischen Punkt mufs man sich in der 
That ohne alle Ausdehnung vorstellen, da derselbe vorzüglich 
gebraucht wird, um im Räume einen Ort bestimmt anzu- 
geben." 

„Unmittelbar ergiebt sich auch hieraus, dafs von gröfseren 
und kleineren Punkten in der reinen Geometrie gar keine Rede 
sein kann, dafs aber auch wahre geometrische Punkte blofs 
in der Vorstellung oder in der Idee möglich sind, mit der 
Hand sich nicht bilden oder machen lassen." 

„Denkt man sich jetzt, dafs ein Punkt sich auf eine be- 
liebige Weise im Räume bewegt, so nennt man den Weg, auf 
welchem er sich bewegt, gewissermafsen die Spur, welche er 
bei seiner Bewegung zurückläXst, eine Linie, woraus sich zu- 
gleich unmittelbar ergiebt, dafs, weil der Punkt gar keine 
Ausdehnung hat, die Linie nur nach einer Richtung oder 
Dimension, nämlich blofs nach der Länge, ausgedehnt ist, 
oder dafs die Linie, wie man dieselbe auch wohl zu definieren 
pflegt, eine Länge ohne Breite ist." „Alles, ^) was nur nach 

') Grunert schliefst sich, niett nur in der Anordnung (von Punlit 
au Körper) an Buklid an, sondern giebt auch liier und da wövtliclie 
Euklid sehe Defiaitionen. 

^ Die folgenden Ausfii branden schliefsen sich ganz unvermittelt an 
das Vorhergebende an. 
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zwei Richtungen oder Dimeneionen, nilmlicli nach Länge iitid 
Breite, ausgedehnt ist, heifst eine Fläche. Ein ainnliclies 
Bild einer Fläche hat man an der äufsersten Oberfläche eines 
beliehigen physischen Körpers, ini3em Jeder, der eiue solche 
Oberfläche betrachtet, ofEenbar ganz von einer Dicke derselben 
abstrahiert und blofs ihie Ausdehnung nach der Länge und 
Breite ins Auge fafst. Man kann sich eine Fläche auch durch 
die Bewegung einer Linie im Räume entstanden denken , . . ." 

„Jeder nach drei Riehtungen odei Dimensionen, nach 
Länge, Breite und Dicke, ausgedehnte und nach allen Seiten 
hin YÖllig hegrenzt-e Raum') heifst ein geometrischer 
Körper . . ." 

Erat hierauf kommt diuneit aul iht' (Trenzbetrachtung, 
erwähnt aber nur, dafs die Fläche die Grenze des Körpers. 



Heger, Leitfaden für den geomotri schon Unterricht. — 
Breslau 1882. 

„Es giebt drei Arten Uaumgröfsen: Körper, Flächen, 
Linien. 

Körper werden bogrenzt von Flächen (Oberflächen), Flächen 
werden begrenzt von Liüien, Linien werden begrenzt von 
Punkten. Ein Punkt ist ein im Raum gedachter Ort, keine 
GrÖfse. 

Die Bahn eines bewegten Punktes ist eine Linie; die Bahn 
einer bewegten Linie ist eine Fläche; die Bahn einer bewegten 
Fläche ist ein Körper, 

Eine Linie hat eine Ausdehnung etc " 



Helmes, Die Elementarmathematik. IL-) — Hannover 
1874. 

„Ein vollständig abgeschlossener oder abgegrenzter Raum'') 
heifst ein geometrischer Körper. 

') Es würde wohl besser Bein ku sagen: Raumteil, diimit der Ge- 
danke an verschiedeue Räume gai nicht aufkommen kann. 
') Besprochen in Sohl. Z. IX, 82 und in H. Z. VII. p. lU. 
') Vergleiohe die hetreft'eude Äcmerknng bei (Truuerti, 
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Sieht man ab (abstrahiort inau) von der Ausdehnung oder 
Erstreckung des Körpers in sein Inneres hinein, von seiner 
Dicke oder Tiefe, und betrachtet nur die Gröfse und Gestalt 
seiner Grenze, so erzeugt mau die Vorstellung einer zweiten 
Art räumlicher Gröfsen, die der Flächen, denen sonach im 
Vergleich mit den Körpern eine räumliche Ausdehnung, ge- 
nannt Dicke oder Tiefe, fehlt. 

Die Fläche ist die Grenze des Körpers, nicht ein 
Teil desselben. 

Die Fläche ist ein durch Abstraktion gewonnener, ein 
abstrakter Begriff.*' 

Durch analoge Betrachtungen werden die räumlichen Vor- 
stellungen von Linie und Punkt erzeugt und dieselben als 
Grenzen bestimmt. 

„Der Punkt ist keine räumliche Gröfse mehr. Denn man 
findet bei der Prüfung der wie oben gewonnenen Vorstellung 
der Linie nur noch die eine Ausdehnung, genannt Länge, vor, 
und indem man von ihr anfs neue absieht, bleibt in der Vor- 
stellung für die Grenze der Linie, den Puakt, gar keine räum- 
liche Ausdehnung mehr zurück; es bleibt nichts übrig, von 
dem Gestalt und Gröfse durch eine mögliche Veränderung 
desselben erfafst und unterschieden werden könnte; der Punkt 
ist völlig ausdehnungs- und gestaltlos; er ist wieder ein nur 
durch Abstraktion gewonnener, ein abstrakter Begriff, er be- 
zeichnet eine gedachte Stelle des Raumes." 

Sonach bildet sich die Vorstellung und der Begriff dreier 
Arten und nur dreier Arten räumlicher Gröfsen, der 
Körper, der Flachen und der Linien; dazu die Vorstellung 
und der BegrifP der aus dehn ungslosen Stelle im Räume, dos 
Punktes. 

Bei der Fläche unterscheidet man zwei verschiedene, ent- 
gegengesetzte Seiten derselben nach den beiden Körpern, 
deren gemeinschaftliche Grenze sie ist. Bei der Linie und bei 
dem Punkte unterscheidet man zwei verschiedene Seiten der- 
selben nach den Flächen und nach den Linien, deren gemein- 
schaftliche Grenzen, sie sind. In Beziehung auf eine bestimmte 
Fläche, in welcher eine Linie liegt, unterscheidet man die beiden 
entgegengesetzten Seiten dieser Linie; in Beziehung auf 
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eine bestimmte Linie, woriii ein Puntt liegt, die beiden ent- 
gegengesetzten Seiten dieses Paniites."^) 

Alsdann ordnet Heger die Gebilde nach dem Grade ihrer 
Einfachheit vom Punkt bis Körper und betrachtet die Ent- 
stehuDgsweise der räumlichen Gebilde durch Bewegung. 

Paueker, Die ebene Geometrie. — Königsberg 1823. 

„Ein Punkt ist die Vorstellung von einem Teilchen eines 
natürlichen Körpers, welches so klein gedacht wird, dafs es 
keinen Raum mehr einnimmt." 

Eine Linie ist die Vorstellung von der Spur eines sich 
bewegenden Punktes. 

Eine Fläche heifst die Vorstellung von der Spur einer 
Linie, welche sich nicht in der Richtung ihrer Länge bewegt. 

Der von einer oder mehreren Flächen eingeschlossene 
Raum heifst ein Körper." 

Weitere Literatur: 
Funcke, Gruudl^en der Raum Wissenschaft — Hannoiei 1875 
FreseniuB, Die psydiologiechen Giimdlagen der Raumwi^senaühatt — 

Bespr. ia Schi. Z. XIV, 4. 
Krawse, Kant und Helmliolta übei den Urspiung und die Bedeutung der 

Raumanachaunng und der geometrischen Asiome — Bespi in bi,hl 

Z. XXrV, 34. 

Programme: 
Fuhrmann, W., Über Abhängiglteit geometriacher Gebilde. — Königs- 
berg 1870. 
Krese, H., Zur Elementaj-geometrie. ~ Meiningen. 1871. 
Komeck, Über einige Deflmtionen in der Geometrie. — Kempen 1872. 
Wernekke, Mettschinakys Einleitung zur Geometrie. Übersetzt un.d mit 

Anmerkungen. ^- Borna 1874/75. 
Ecke, J. ß., Versuch einer heuristiEchen Behandlung der Planimetrie. — 

Dillingen 1875. 
Kudelka Über eine planimetrisohe Grundlage för die neuere Geometrie. 

Linz 1877 
Müller E Vera ich e nci gjn Lutwi kl ng 1 r (Teomet e ftc. — Neu- 

Stiehtz 187 
Dietrich Anlangsgrunde dei Geometnp — Gre flenberg 18 H. 
Polster Geometrie der Ebene eto — Wurabnrg 1878 

) Man vergleiche i eine Auefi brungen am AnEinj, di tes Kapitels 
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Juagliänel, Kursus zur Einführung in die Geometrie. — Döbela 137!l. 
Kiliing, Grundbegriffe und Gruadsätze der Geometrie. ~ Brilon 1880. 
Hoffmann, J., Die Georoetrie in ihrer Abkäiigigkeit von den Mafsver- 

liäitnisBeu dea Eauines. ^ Graa 1881. 
Ballauf, Über die mathematischen Deflnitionen und Axiome. — Varel 1870. 
Baramert, Obei' das mathematische Unendliche. — Ehingen a./D, 1884. 
Caase, Das Unendliche in der Mathematik tind d^ GröfBenelement. — 

Osterode a/H. 1879. 
Endert, Die logischen Prinaipieii der Mathematik. — Detmold 1882. 
Vogt, Der Grenabegriff in der Elementarmathematik. — Breslau 1885. 
Majer, Proklos über die Definitionen bei Euklid. — Stuttgart 1831. 



IV. Kapitel. 
Die Ebene. 
Von illen FIicIipü kommt nun tüi deu phmmftriSLhen 
Unterricht niu eine einzige m Betricht, die Ebene Wie 
schon oben iv^eäeaii.i mochte ich die^e ils eme a piiori ^or - 
handene &iuiidanschauuDg_odeE_LQij5tellaBg (einen Begiiff a 
priori) lufgelafst und im Untoiiicht derugemafs darg estellt 
wissen.') ~Es wiid höcbaten^ uutig sun den ■schlummernden 
Begriff wich zu lufen ihn duich passende Beispiele und Fri^eii 
zum kKiBU Bewnlstsem zui Evidtnz zu bunten ■*} Dieae An- 
sicht scheint jetzt auch mein und mehi iluichgediungen zu 
sein, dl ja eine kurze Dehnition he als wiiklich genügend 

') Günther sagt in „Der Thibatitsoiie Beweis ivx das elfte Asiom" 
p. 5 in einer Fufanote: „Neuerdings sind es besonders die Arbeiten .T, C, 
Beckers, die den sekundären Charakter der früher als ursprünglich 
angesehenen Begriffe Gerade und Ebene bestimmt hervortreten liefsen." 
Man vergleiche das Zitat ans Becker und meine Ausführungen in 
Kapitel V. 

•) J. Kober, Über die Definitionen der geometrischen Grundbegriffe. 
H. Z. I. p. 2SG: „Ebene wird nicht definiert. Ans der Drehung der Ebene 
um eine gerade Linie ergiebt sich , dafs die Ebene bestimmt ist durch 
eine Gerade und einen Punkt, statt dessen man auch eine Parallele oder 
eine schneidende Gerade setzen kann. Setzt mau statt der nrsprüng- 
liohen Geraden Ewei Punkte, so ergiebt sich, dafs die Ebene durch drei 
Pnnkte bestimmt ist. Daraus folgt, dafs kreuzende Gerade niclit in 
einer Ebene liegen können." 
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bezeichnet werden konnte, bisher nicht vorhanden war.-') Will 
man eine wJsseiisclmftlicheJiefiiutioü_deiLEben^ aufstellen, so 
dürfte die folgende die angemessenste sein: 

Die Ebene ist diejenige Fläche, welche in ihrer Gesamt- 
heit (in allen ihren Teilen) nur nach zwei Dimensionen über- 
haupt ausgedehnt ist") (die überall nach denselben beiden 
Hauptrichtungen ausgedehnt ist). 

Diese Definition dürfte, falls der Lehrer eine solche für 
nötig hält, auch für den Schüler verständlich sein, da sie der 
Anschauung völlig entspricht. 

Die Schwäche auch dieser Definition liegt darin, dafs sie 
auf den Begriff der Dimension sich stützt. (Der Begriff der Rich- 
timg mufa allen geometrischen Untersuchungen zu Grunde 
liegen. Vergl. Kapitel V.) 

Ist erst der Begriff des geometrischen Ortes den Schülern 
klar geworden — und vielleicht wäre es nicht ganz ohne 
Vorteil, diesen Begriff sozusagen an die Spitze zu steilen 
derjenigen Betrachtungen, die sich mit Fläche, Linie, Punkt 
als selbständigen Gebilden befassen, d. h. alle Flächen, Linien, 
(Punkte), insofern sie für sich^ betrachtet werden, als geome- 
trische Orter zu definieren — so ergiebt sich bekanntlich die ein- 
fache Definition der Ebene; 

„Die Ebene ist der geometrische Ort aller Punkte, die 
von zwei Punkten gleich weit entfernt sind" 

Die Ebene wiide bei dieser B traditung alleidings den 
Oharaktei il'i einfachste Flache einbufisen m ihie Stelle wuide 
die Ku^elÜdche treten aU diejenige Fhche, deien '■»mtliche 
Punkte von einem Punkte gleich weit entfernt smd *) 

') Memei AnBioht nacl iiuli lie Iibooe jedi,atills oino Uulie tts 
liegriffes dei geraden Jmie defiaieit wirden Veigl die Sdilulebemei 
kung des Kapitel« 

^) Veigl meme ob gen Bemerkungen in Kqitel tll und ias Zitit 
lus Schmitz D imont 

^ Hierbei mitde nati höh der umgekehite Weg eingtachligi-n 
weiden müssen daa abstiakte laumgebilde Punkt wirde den Ä agangs 
pußkt fu ille Betiacktun^ec bildan muBsen 

*) Mau vergleiche liieizi das Zitat lu? iiii-cl aif uu l lie dizu 
<• Anmetkimg aaa Cuntheib hezension dei tl.'mente von 
,1 t 
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Von den Arbeiten, die hier zitiert werden sollen, verdient 
woM eine Abhandlung von Grelle an die Spitze gestellt ku 
werden. Grelle: Zur Theorie der Ebene.* (Gelesen in der 
Akademie der Wissenschaften am 1. Mai 1834.) 

„ . . . . Gleichwohl ist darunter ein Gegenstand, der nicht 
minder unvollkommen, obsehon gewifs nicht minder einflufs- 
reich auf alles Übrige sein dürfte, als irgend ein anderer; ja! 
der selbst noch unvollkommener, obgleich ebensowichtig ist, 
als die Parallelen- Theorie. Dieser Gegenstand ist die Theorie 
der Ebene. Bei den Parallelen drückt sich Euklid wenigstens 
völlig bestimmt und klar aus, und die Schwierigkeit ist nur, 
dafs dort ein Satz ohne Beweis angenommen werden soll, der 
des Beweises fähig zu sein und zu bedürfen acheint. Bei der 
Ebene dagegen sind die Worte des grolseu Lehrers der Geo- 
metrie völlig unbestimmt, wenigstens dunkel." 

Es wird alsdann die Euküdsche Dehnition angefahrt und 
mit derjenigen von der Geraden verglichen Crelle fügt hinzu: 

„Die Worte 'auf einerlei Art liegt' geben aber offenbar 
keinen, wenn auch nur einigermafsen aussuhliefsenden Begriff 
von irgend einer bestimmten gto metrischen Gestalt, und lassen 
folglich die Vorstellung von der Ebene völlig in Ungewifsheit^" 

Die neuere'-) Definition „eben sei ein 
geraden Linien, welche je zwei beliebig! 
Punkte verbinden, ganz in der Fläche lie 
voller Weise zurückgewiesen, indem gezeigt wird, dafs bei 
dieser Erklärung das Sichschneiden der Geraden vorausgesetzt 
wird, „was nicht aus sich selbst folgt." 

Indem nun Grelle auf „die Bemühungen um die Theorie 
der Ebene" eingeht, schickt er voraus, dafs er „die Über- 
zeugung habe, es sei und werde für immer völlig un- 
möglich hleihea, die Begründung der Elemente der Geometrie, 
ebenso wie auch diejenigen der Analysis, zur Vollkommen- 
heit^) zu bringen." 



ne Fläche, wenn die 
n der Fläche liegende 
egen," wird in geist- 



') Nach Grelle auerst von Bobert_SimHon_ aufgestellt. 

*) Alao bleibt ebenfalls nichte anderes tibrig, wenn anders Mathe- 
matik als Wiaaensohaft bestehen bleiben soll, als die Ebene für eine 
a priori geg. Voretellucg hinzunehmen. „Ans verborgenen Tiefea heraus 
entwickuln sich die Elemente einer Vemunft-Wissensc hilft, wie z. B. der 
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Grelle schliefst diesen Passus mit den Worten: 

„Alle VerTollkommnmig, die möglich ist, besteht nach 
meiner Meinung darin: Erklärungen und Grundsätze aufzu- 
stellen, die am meisten geeignet sein möchten, unmittelbar be- 
stimmte Vorstellungen und Erkenntnisse zu erzeugen oder zu 
erregen." 

Eine dritte Definition, der Grelle grofse Klarheit und Be- 
stimmtheit nachrühmt, röhrt nach ihm von Fourier her und 
lautet: 

„Die Ebene wird von der Gesamtheit aller der geraden 
Linien gebildet^), die, durch einen und denselben Punkt einer 
geraden Linie im Räume gehend, auf dieser senkrecht stehen." 

Abgesehen von dem erwähnten Umstände, dafs die^) Ge- 
ra,de zu Grunde gelegt ist, kommt hier in dieser Erklärung auch 
noch der Begriff der senkrechten Lage vor, der also als be- 
kannt vorausgesetzt wird. Hieran liegt es wohl, dafs es Grelle 
„trotz aller Mühe" nicht gelungen ist, auf dieser Definition 
forizubauen, denn in der That setzt der BegrifP des Senkrechten 
den der Ebene voraus.^) Es kommt also in der Definition 
der Ebene ein Begriff vor, der erst aus dem Begriff der Ebene 
heraus erklärt werden kann, so dafs daraus die innere Unmög- 
lichkeit der Definition folgt. 

Dagegen würde die Fouriersche Erklärung sich zur Dar- 
Btcllung der Ebene als eines geometrischen Ortes eignen, wenn 
man sie in der folgenden Weise fafste: 

„Die Ebene ist der geometrische Ort aller in einem Punkte 
auf einer Geraden senkrechten Geraden." 

Grelle steht auf dem entgegengesetzten Standpunkte als 
dem oben von mir dargelegten, wenn er sagt: „Da die Theorie 
der geraden Linie zu derjenigen der Ebene unumgänglich er- 

Mathematjk, und in eine unendHclie Höhe hinauf etrebeii sie." „WaB 
in der tieferen Tiefe untl in der höheren Höhe liegt, bleibt für immer 
verborgen." 

') Besser, d. h. dem Wesen der Definition entsprechend or: „die 
Eheae ist die Gesamtheit etc." 

') Tei^l. weiter unten das Zitat aus der Crelleschen Abhandlung 
(P- 27). 

^) Vergl. unten das Zitat ans Rauseiiberger. 
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forflerlicli ist" uml legt dann seine Erklärung der geraden 
Linie, wie sie sich in seinem Lehrbuche (1826) findet, zu 
G-ruude. 

Der Übektand, dafs er dabei von Grundvorstellungen aus- 
geht, för die eine Erklärung gesucht wird, kommt zum Aus- 
druck in seinen Worten: 

„Ein beschwei-heher, fast entmutigender Uraatand macht 
sieh hierbei freilich bemerklich. Da nämlich hier von Dingen 
igaugen werden mufs, von welchen sich nichts mehr be- 
en läfat, so kann Jedermann gleich die ersten Anfänge 
durch die blofsen Worte: es gefalle ihm nicht, und dann mit 
den Anfängen alles Übrige über den Haufen werfen. Allein 
wie es scheint, iafst sich verlangen, dafs man wenigstens die 
fernere Entwicklung gestatte, und erst hernach, nicht von vorn- 
herein urteile, ob das Ganze, mit seinen Anfangen, einige Be- 
rücksichtigung verdiene oder nicht. ^) 

Eüeksichtlich der Demonstratioüs-Methode bemerkt Grelle; 
„Anstatt zu zeigen, wie eine Figur gerade durch Zirkel und 
Lineal gezeichnet werden könne, wird da, wo die Existenz 
der Figur zweifelhaft sein könnte, bewiesen werden, dafs sie 
möglich ist." 

Die eigentliche Behandlung der Theorie der Ebene hat 
folgenden Gang: 

§ I- 

1) „Wenn w duend zwei Punkte einer Linie fest sind, 
^lie ihn. ubii^eu Punktt m demselben Orte im Baume bleiben, 
wie auch die Lmie im Riume durch die beiden Punkte gelegt 
weiden mag, so heifbt sie gerade."^) 

') Diese AöBicht stimmt ji wohl damit überein, was Kummer ge- 
■^agt hat , In dei Mechkmk (als lein inathematisclie Wissenachaft nahe 
verwandt luit dei t uilidBchen Geometrie) werden Grundsätze aufgestellt, 
diL nicht bewiesen werden liüiioen und nicht bewiesen zu werden brauchen, 
da sie mit dti dufsereB Natur nicht im Widerspruch stehen. Der Geist 
dei Mathematik besteht tben dum zu beweisen, dafs, wenn das Eine 
so ist, so mufe niiuiiist5[sli<,li das Andere so sein; nicht ».ber zu zeigen, 
dals dia Erste wirklich so ist w:o wir annehmen. Wir haben es dabei 
nur mit abetrakten Dmgen zu thun. Auch die gerade Linie ist eine 
Abstrihtion 

)"\tr§l weitei ii ten leii ibschnitt „gerade Linie". 
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2) „Ea giebt nur eine gerade Liuie durch zwei feste 
Punkte im Räume.'") 

Die folgenden Sätze, auch der 3. und 4., die sieh an- 
scMiefaen, hauen das Gegebene weiter aus; es wird auf Mafs- 
beziehungen ^) eingegangen und die Ausführungen sehliefsen mit 
der Erklärung: „Die Gerade dient zum Mafs der Entfernung 
zweier Punkte."^) 

8 n. 

Die Existenz gleicher Hälften (!) einer geradeu Linie 
(Strecke) wird bewiesen auf einem andern Wege ala dem Kon- 
struktion swege Euklids. 

§ III. 

Dieser § geht von der folgenden Definitiou des Wiukels*) 
aus: „Die Neigung zweier geraden Linien im Räume, die sich 
treffen, ohne ineinander zu fallen, heilst, am Durchschuitts- 
punkte, Winkel." 

Daran sehliefsen sich Erklärungen von Nebenwinkeln und 
Scheitelwinkeln, denen, meiner Ansicht nach, der Begriff der 
Ebene unbewufst zu Grunde liegt. — Auch die Mafsbeziehungeu 
der Winkel werden durchgeführt. Hieran schliefst sich der 
Lehrsatz: „Eine gerade Linie, die zwei Punkte in den Schenkeln 
des Winkels verbindet, kann nicht dm'ch den Scheitel des 
Winkels gehen. 

§ IV. 

Beweis der Gleichheit von Scheitelwinkeln mittels der 
Kongruenz (abweichend von Euklid). 

§ V. 

Lehrsätze über Dreiecke, die „ohne deu ßegriff der Ebene 
Btattiijiden."^) 

') Besser wohl: Alle geraden Linien durch zwei feste Punkte im 
Räume decken sich vollständig; dann wäi'e Lehrsatz 3 übeiflüisig, ebenso 
Lehrsatz 4, der auch nur als Zuaata an 3 betiachtet werden kann. 

'} Dafs hierbei fortwährend Linie statt Strecke gesetzt wird, sei be- 
sonders hervorgehoben. 

°) Vergleiche Kapitel V „über die Gerade" und über „Abatjind". 

*) Vergl. unten „Winkel". 

') Vergl. § in. 
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Aufaer dem Lehrsatz (!), „dafs gleiche Dreiecke gleiche 
Seiten und gleiche Winkel haben," wird der 1. Ifongruenzsatz 
(2 Seiten ucd eingeschlossener Winkel) nnd der Satz yoü den 
Basiswinkeln im gleichschenkligen Dreieck behandelt. Der 
zwe ite Bew eis _zn_dem letzteren_8atee_ist bemerkenswert. Er 
findet sich nur in einigen wenigen Lehrbüchern, der ers te Be - 
weis als der einzig naturgemäfse dürfte wohl allmählich alle 
anderen verdrängen? Beide^Beweise weichen von dem Eukli- 
dische n, der leid er faat noch in allen Lehrbüchern gefunden 
wird, ab. 

§ VI. 

,, Nunmehr wird die Definition der Ebene folgen müssen. 
Es wird aber derselben ein Satz vorangehen, welciier be- 
weist, dafs die Flüche, welche Ebene genannt werden aoli, 
möglieh ist." Dieser Satz lautet: 

(21.) Lehrsatz: „Durch jede gerade Linie und durch einen 
beliebigem Punkt im Räume, aufserhalb derselben, ist immer 
eine Fläche möglich, in welcher ohne Ausnahme alle die 
geraden Linien in ihrer ganzen Ausdehnung liegen, die durch 
den Punkt und durch die gerade Linie gehen," 

Diese Fläche soll Ebene heifaen, der Punkt bestim- 
mender Punkt, die gerade Linie bestimmende Gerade, die 
anderen Gferaden erzeugende Geraden, Grelle fährt fort: 

„Diese Definition der Ebene gewährt den wesentlichen 
Vorteil, dafs durch sie Oberall, wo drei einander in einem und 
demselben Punkte schneidende gerade Linien zugleich diu-ch 
eine und dieselbe vierte gerade Linien gehen, sogleich bestimmt 
ist, dafs diese Linien in einer und derselben Ebene liegen." 

Es schliefsen sich folgende Lehrsätze an: 

„Durch eine gerade Linie im Räume und durch einen 
Punkt aufserhalb desselben kann nur eine Ebene gehen." 

„Durch zwei gerade Linien, die sich schneiden, kann immer 
wenigstens eine Ebene liegen." 

§ VII. 
Dieser § handelt von der Summation von Winkeln und 
baut sich auf einen Grundsatz auf, von dem es heifst, dafs 
„Euklid ihn ebenfalls stillschweigend annehme." 
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§ vin. 

„Es folgen nun wieder einige Sätze, die zur ferneren Ent- 
wicklung notwendig sind. Die Beweise derselben sind den 
Buklidischen nachgebildet, mufsten aber teils vervollständigt, 
teils auf das hier Vorhergehende bezogen werden." 

(27.) Lehrsatz; „In jedem Dreieck ist jeder Winkel kleiner, 
als der Nebenwinkel des an der namliclien Seite liegenden 
anderen Winkels." 

(28.) Lehrsatz: „In jedem Dreieck Hegt der gröfseren Seite 
der gröfsere Winkel gegenüber" und (29.) Umkehrung. 

(30.): „In jedem Dreieck sind zwei Seiten zusammen 
länger, als die dritte." 

(31.): „IL Kongrnenzsatz (1 Seite und 2 Winkel)." 

(32.): „III. Kongruenzsatz (3 Seiten)." 

Beim Beweis dieses Satzes werden die fünf möglichen 
Fälle (aufser 2 Winkel gl.) einzeln zurückgewiesen. 

§ IX. 

„Geometrischer Ort" wird erklärt und das Beispiel der 
Kugel gegeben. Dann folgen zwei Grundsätze — deren erster 
lautet: „Eine gerade Linie durch irgend einen Punkt inner- 
halb einer Fläche, die einen Raum ganz umschliefst, schneidet, 
genugsam verlängert, die Fläche notwendig" — einige Lehr- 
sätze — z. B. „es giebt immer eine gerade Linie, die mit 
einer gegebenen Geraden gleiche Nebenwinkel macht" — und 
schliefslich eine Erklärung: „Gleiche Nebenwinkel aollen rechte 
und gerade Linien im Räume, die sich unter gleichen Neben- 
winkeln schneiden, auf einander senkrecht oder Perpen- 
dikel zu einander 1 



Nunmehr können die Eigenschaften der Ebene unter- 
sucht werden. Es geschieht dies in den folgenden Sätzen, die 
diese Eigenschaften aussprechen; 

(40.) Lehrsatz: „Wenn auf einer geraden Linie im Räume 
zwei andere gerade Linien in einem und demselben Punkte 
senkrecht stehen, so dafs also die Nebenwinkel rechte Winkel 
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sind: so stehen alle evzeugenden Linieu jeder beliebigen durch 
die beiden. Geraden gehenden Ebene ebenfalls auf der ersten 
aeakrecht" 

(41.) Lehrsatz: „Wenn zwei sich schneidende gerade Linien 
aufeinander senkrecht stehen, so giebt es im Räume immer 
eine durch ihren Durch schnitt sp unkt gehende gerade Linie, 
die auf den beiden sieb sehneidenden geraden Linien zu- 
gleich senkrecht steht," 

(42.) Lehrsatz: „Dasselbe unter der Voraussetzung, dafs 
die beiden Geraden sich unter beliebigem Winkel schneiden." 

Unter 43 findet sich folgende Erklärung; 

„Der geometrische Ort alier Perpendikel durch einen 
festen Punkt einer festen geraden Linie, auf dieselbe, soll 
Perpendikular-Fläche heifseu; die feste Linie Axe, die Perpen- 
dikel Strahlen, der feste Punkt Mittelpunkt." (Eine solche 
Perpeudikular- Fläche ist also das, was Fourier Ebene nennt.) 

(44.) Lehrsatz; „Durch keinen Punkt einer geraden Linie 
giebt es andere Perpendikel auf dieselbe, als diejenigen, 
welche in der Perpendikular-Fläche durch den bestimmten 
Punkt liegen," 

Aus 44 folgen die Lehrsätze 45 und 46 direkt, eigentlich 
als Zusätze; 47 aus 42, — Wichtig ist 

(48.) Lehrsatz: „Es kann durch zwei sich schneidende 
gerade Linien nur eine Perpendikular-Fläche gelegt werden, 
deren Axe durch den Dur chschnittsp unkt der beiden Linien 
geht." 

(49.) Lehrsatz: „Jede gerade Linie, die durch zwei be- 
liebige Punkte einer Ebene geht, liegt ganz in dieser Ebene." 

(„Dieses ist der in der Vorbemerkung gedachte Satz, der 
gewöhnlich, ohne Beweis, als Definition der Ebene aufgestellt 
wird,") 

50 folgt direkt aus 48 (ist eigentlich nur eine andere 
Form der Aussage), 51 konstatiert diese Übereinstimmung von 
48 und 50, 

Die folgenden Ausführungen beschäftigen sich mit der 
Tdentifizieriing von Perpendikular-Fläche und Ebene und dem 
Kongruenzproblem, insofern als z. B, folgende Lehrsätze be- 
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(58.) Lehrsatz: „Jedes Dreieck liaun in eine bestimmte 
Ebene und an eine bestimmte Linie in derselben gelegt werden." 

(59.) Lehrsatz: „Durch jedes Dreieck kann eine Ebene 
gelegt werden, in welche die drei Seiten desselben in ihrer 
ganzen A-usdehnung fallen, aber nur eine," 

(60.) Lehrsatz: „Wenn zwei Ebenen drei Punkte, die nicht 
in gerader Linie liegen, initeinajider gemein haben, so fallen 
sie ganz ineinander" — und noch mehrere andere, 

8 XI. 

Diese angegebenen Satze werden als die notwendigsten 
aus der Theorie der Ebene bezeichnet, wie sie sich aus den 
Grundsätzen ergeben: 

1)^) jjWenn drei gerade Linien, die in einem und dem- 
selben Punkte sich treffen, in einer und derselben Ebene liegen, 
so ist der Winkel zwischen den beiden äufseren Linien so 
grofs, als die Winkel zwischen den beiden äufseren und der 
inneren Linie zusammengenommen." 

2)^) „Eine gerade Linie durch irgend einen Punkt inner- 
halb einer Fläche, die einen Raum ganz umschliefst, schneidet, 
genugsam verlängert, die Fläche notwendig." 

3)^) „Wenn irgend ein Punkt eine Fläche, die einen Kaum 
ganz umschliefst, oder auch irgend ein Punkt einer geraden 
Linie, innerhalb einer anderen Fläche liegt, die einen Raum 
ganz umschliefst; zugleich aber irgend ein anderer Punkt der 
ersten Fläche, oder der Linie, aufserhalb der zweiten Fläche 
liegt: so schneiden die erste Fläche, oder die Linie, die zweite 
Fläche notwendig." 

Dann geht § XL noch auf die Theorie der Parallelen ein. 
Was davon erwähnenswert ist, wird zitiert werden in dem 
Abschnitt, der diesem Problem gewidmet ist. 

§xn. 

fafst die Resultate des g XL noch einmal zusammen 

') Vergl. § VII. 
=) Vergl. § 1X-. 
') Vergl. § IX. 
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Man wird es mir hoftentüch nicht verdenken, dafs ich 
diese Abhandlung im Auszüge, aber doch so vollständig mit- 
geteilt habe. Aber, soweit mir bekannt, ist sie die ausführ- 
lichste Bearbeitung der Theorie der Ebene, dann aber mochte 
auch das Crellesehe Joiirnal, dem sie entnommen, gerade den 
Lesern des vorliegenden Werkes nicht überall zu Gebote 
stehen. Wessen Interesse durch das Angeführte hinreichend 
gereizt M'ird, den mufs ich auf die 41 Quartseiten umfassende 
Arbeit selbst verweisen. 

Von den Lehrbüchern kommen nur wenige in Betracht; 
die meisten geben entweder die Euklidsche Erklärung selbst 
oder eine derselben nachgebildete; fast überall also stützt sich 
die Erklärung auf diejenige der geraden Linie, unsere An- 
sicht hierüber ist oben ausführlich gegeben. 
Die gebräuc hlichsten Erklärungen_ -aind : 

1) Gleitet eine Gerade, die durch einen festen Punkt geht, 
auf einer Geraden, so heifst die erzeugte Fläche eine Ebene. 

2) Eine Fläche heifst eine Ebene, wenn jede Gerade, die 
zwei Punkte mit ihr gemein bat, ganz in ihr liegt. 

3) Eine Fläche heifst eine Ebene, wenn man von jedem 
Punkt nach allen (!) Richtungen Gerade ziehen kann, die gan« 
in ihr liegen. 

4) Eine Fläche ist durch eine Gerade und einen Punkt 
oder durch 3 Punkte bestimmt — und so ähnlich. 

Oft wird auch die Ebene als die einfachste Fläche be- 
zeichnet und dann irgend ein bestimmendes Axiom hinzu- 
gefügt 

Der Begriff der Einfachheit kann dabei von mehreren Ge- 
sichtspunkten aus beleuchtet werden. Entweder man versteht 
unter dieser Bezeichnung, dafs die Ebene diejenige Fläche sei, 
welche am einfachsten vorzustellen sei, dem menschlichen 
Denken am zugänglichsten, dann wäre der Ausdruck identisch 
mit die leichteste Fläche, die verständlichste Fläche, vielleicht 
auch die natürlichste Fläche, oder er bezöge sich auf die Er- 
zeugung der Fläche (in dieser Hinsicht würde die Betrach- 
tung mit der ersten im wesentlichen übereinstimmen), oder er 
bezöge sich darauf, dafs ea nur eine — sit venia verbo — 
Art von Ebenen gäbe, also „Eiufachheit" in dem Sinne von 
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Smgiilarität oder Unikum, Dieser letztere Standpunkt ist 
jedenfalls der bei weitem wichtigste; das Charakteristische für 
die Ebene ist gerade, dafs wir es mit der Ebene, nicht mit 
Ebenen zu thuc haben. In diesem Sinne darf man dann die 
Ebene aber nicht als einfachste Fläche bezeicbneUj sondern als 
die einfache Fläche xat' i^o^i^v (mit anderen Worten ist 
damit die unbedingte Kongruenz der Ebene ausgesprochen). 
Damit wäre dann aber auch wieder eine Anknüpfung an die 
erste Auffassung gen:onnen, die uns die Ebene als Begriff a 
priori giebt. Es liefse sich philosophisch wohl rechtfertigen, die 
Einfachheit in diesem Sinne als Merkmal eines Begriffes 
a priori überhaupt aufzustellen, womit man dann über die 
Schwierigkeit der Definitionen von Kaum, Ebene, Gerade, 
Punkt hinweg wäre. Am wenigsten pafst der Begriff der 
Einfachheit bei der zweiten Betrachtung, nämlich in Hinsicht 
auf ihre Erzeugung, hier würde mit Recht wohl die Kugel als 
die einfachere Fläche bezeichnet werden. 

Baltzer, Elemente. IL § 4 ^ geht von der Regelfläche 
aus, die folgen denn afsen definiert wird: 

„Eine Fläche heifst geradlinig {Regelfläehe), wenn durch 
jeden Punkt derselben eine Gerade sich ziehen läfst, die auf 
der Fläche liegt. ^) Die Bahn einer irgendwie bewegten Ge- 
raden ist eine geradlinige Fläche. Die einfachste unter den 
geradlinigen Flächen ist die Ebene (fijit-JTEtfog, planum), auf 
der die Geraden liegen, die durch einen geg. Punkt gehen und 
mit einer geg. Geraden einen Punkt gemein haben. Wenn 
eine Gerade mit einer Ebene zwei Funkte gemein hat, so liegt 
sie auf der Ebene {Axiom von der Ebene)." 

lu einer Anmerkung giebt Baltzer u. a. noch folgende 
Angaben. Leibniz^) habe, etwas deutlicher als Euklid, die 
Ebene und Gerade dadurch erklärt, dafs jene den unbegrenKten 
Raum, diese die unbegrenzte Ebene in zwei kongruente Teile 
zerschneidet (Brief an Giordano, ed. Gerhardt. I. p. 196). 



') Diese Beueanong rührt von Monge her. Vergl. ITaohettc giom, 
döscr. 1822. pr«f. 13. 

') Man vergleiche weiter unten das Zitat ans Reez, Über Eukli- 
dische und Hiebt -Euktidifiche Geometrie. 
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Bemerkenswerte Versuche, jenes Axiom zum Theorem zu 
erheben, seien in neuerer Zeit gemacht. 

Deahna (Demonatr. theorematis, esse superficiera pianara, 
Marb. 1837) konstruiert die Ebene durch Rotation eines Winkels 
um einen seiner Schenkel mit der Bedingung, dafs eine kon- 
zentrische Kugelschale in zwei kongruente Teile zerschnitten 
werde, ^) 

Gaufs ist der Meinung gewesen, dafs Deahnas Darstellung 
von einigen Mangeln, die in ihr anzutreffen sind, sich befreien 
lasse; in seinem Naclilafs befindet sich ein diesen G-egenstand 
betreffender Aufsatz. 

Grelles Aufsatz (Journal 45 p. 15) wird erwähnt, ebenso 
Gerlings (Grelles Journal 20 p. 332) und Erbs (Die Pro- 
bleme der Geraden u. s. w. Heidelberg 1846) Versuche, das 
Axiom der Ebene zu beseitigen. 

Da zunächst nur Kreis und Kugel so definierbar sind, 
dafa deren Möglichkeit einem Zweifel nicht unterliegt, so sind 
auch Versuche angestellt, diese als geometrisebe Orter der 
Betrachtung zu gründe zu legen. ^) Durch zwei kongruente 



') Man könnte einwenden, dafs ea dann noch einfacher sein würde, 
die Erzeugung der Ebene durch Rotation eines rechten Winkels nm 
einen seiner Schenkel als Axe anzunehmen. Der andere Schenkel be- 
schreibt dann eine Ebene. Jedoch würde bei dieser Annahme die Ebene 
stillschweigend vorausgesetzt sein. An nnd für sich liegt kein Grund 
vor, den Winkel selbst als einen ebenen zu betrachten, d. h. die Drehnng 
des einen Schenkels zum andern in einer Ebene anzunehmen; spriclit 
man jedoch von einem rechten (oder überliaupt von einem bestimmten) 
Winkel, so ist der Begriff der Ebene suppoaiert. — Man vergl. Schotten, 
Zur Definition des Winkels in H. Z. XX, 481 (und später den Artikel 
Winkel in diesem Werke IL Band). — Worpitsky giebt übrigens in 
seinen Elementen die Definition der Ebene unter Zuhiilfenahme des 
rechten Winkels in der angedeuteten Weise. 

') Geht man von dem Begriffe des „geometrischen Oiiies" aus, so 
ist die Kugel das einfachste Gebilde im Raums, der Kreis das einfuchste 
Gebilde in der Ebene. 

L Im Kaum. 

1) Die Kugel ist der geometrische Ort für alle Punkte im Raiiniü, 
die von einem geg. Punkt gleich weit abstehen. 

2) Die Ebene ist der geometrische Ort aller Punkte, die voa Ewei 
geg, Punkten gleichweit abstehen. 
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Scharen von konzentrischen Kugeln entsteht die Ebene als das 
Genieinsehaftliehe von je zwei gleichen Kugeln (Lol>at~ 
schewsky und Bolyai)/) 



J. K. Becker/) Die Elemente der Geometrie auf nciior 
Grundlage. — Berlin 1877. 

„Die Kegelfiäche, welche der eine Schenkel eines rechten 
Winkels besehreibt, wenn derselbe um den andern als Axe 
gedreht wird, zeichnet sieh vor den übrigen Kegelflächen durch 
besondere Eigenschaften aus, und hat deshalb den besonderen 
Namen ebene Fläche oder Ebene erhalten.^) 

Als besonderes Merkmal wird angeführt, dafs diese Kegel- 
fläehe mit ihrer Scheitelkegelfläehe zusammenfällt, 
was bei keiner andern Kegelfläche eintreten kann, 

„Diese beiden zusammenfallenden Kegelflächen decken sich 
aber so, dafs die innere feeite dei einen die aufsere der anderen 
ist &1P sind jedoch auch al& Kegelflaehen, die von gleichen 
Winkeln beschiieben werden, kongiuent, und können mithin 
auch so zui Deckung, gebiacht weiden, dafs die Äsen zuaammen- 
f^lleu, und damit luch die mneieu und aulseren Seiten der 
Ilachen Eint Ebene kann aKo dieselbe Stelle auf zwei Arten 

3) Die Gerdlf ist dir g-eometribche üit aller Pinkte, die von drei 
geg Ji'unkten f,leichweit aLsteb-OM 

11 In der Eljene 

1) Dar Kreis ist der geomatri che Oit all i t luLte, die von einem 
ge^ PunktL j^leiehweit ibeteließ 

2) Die Uerade ist der geomPtnsi,h( dit allei T inktp, die lon zw ei 
geg Punkten gleichweit abeteben 

') Vergleiche das Zitat am Piisehiiif 

^ E« ist eine geiadeeu anffallende Ecscheining, dals in den Rezen- 
sionen ttb^diPDiistellung der ririniillip| Friftfi f,i,,.t , dnip hweg kein Urt'-i l 
abgegeben wiid sondern tiöchatens dis \ orhandensein emet einleitenden 
Befrachtung" dei Gioodbegritfe konstatiert wird 'Selbst bei der Bespie- 
cbong de« vorliegenden Werke« gebt Eilimg über das I Kapital knrz 
hinweg mit dei Bemerkung, dafs sich Bpckers Anaiclit in kflrzeiei 
Form in ScklCmilebs Zeitschrift Band XX, Seite 446 hatle und durch 
Giintber in H. Z, VII. p. 407 bekannt geworden bPi 

') Man vergleiche meine Bemerkungen 7a lleahn^a Koii'itriikhnn 
der Ebene in Baitzers Zitat. 
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eiiineiimeii, so dafs ein mit ihr fest verbundener ;iber nicht 
in ihr liegender Punkt sowohl auf der einen Seite, wie auch 
auf der andren Seite liegen kann." 

„Der geometrische Ort aller Punkte, welche von zwei ge- 
gebenen Punkten gleichen Abstand haben, ist eine Elieiie, 
deren Äxe durch die beiden Punkte gehi" 

„Jede Gerade, welche zwei Punkte der Ebene verbindet, 
liegt ganz in derselben." 

„Zwei Ebenen, welche drei nicht in derselben Geraden 
liegende Punkte gemein haben, fallen in allen Punkten zu- 
sammen." 

„Je drei nicht in gerader Linie liegende Punkte bestimmen 
eine Ebene." 

„Aus der Definition der Ebene folgt, dafs sie von endloser 
Ausdehnung ist und mithin den Baum in zwei durch sie völlig 
getrennte Teile teilt. Ebenso wird sie seibat von einer in ihr 
liegenden Geraden in zwei Teile geteilt, welche Halbebenen 
heifsen." 

Ea wird dann noch gesagt, dafs auch durch eine Gerade 
und einen Punkt aufserhalb, sowie durch zwei sieh schneidende 
Gerade eine Ebene bestimmt ist; ferner heifst es: „Alle Ebenen 
und Halbebenen sind kongruent." Daran knöpfen sieh dann 
eine Reihe von stereometrischen Sätzen. Von besonderem 
Werte ist es, dafs gleich hier bei den Grunddefinitionen der 
Begriff der Symmetrie verwendet wird. Einige der zugehörigen 
Sätze lauten: 

„Jedem Punkte aufserhalb einer Ebene entspricht immer 
ein und nur ein Punkt, welcher von jedem Punkte der Ebejie 
denselben Abstand hat wie der gegebene. 

Dieser Punkt heifst der symmetrische Gegenpunkt der 
gegebenen in Bez. auf die Ebene. 

Zwei Punkte heifsen also symmetrische Gegenpunkte in 
Bez. auf eine Ebene, wenn diese der Ort aller von jenen 
gleich weit abstehender Punkte ist. 

Die Ebene heifst die Symmetrie ebene der beiden Punkte." 

Dronke, Elemente der ebenen Geometrie. -- M,-Glad^ 
bach I8ß4. 
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„Diejenige Flüche, welche durch drei in ihr bfifiudlicho 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, vollständig bestimmt 
wird, heifst ebene Fläche oder Ebene." Dazu die Anmerkung: 
,jEs können also zwei Ebenen sieh nur in einer Linie schneiden, 
die schon durch zwei Punkte bestimmt ist, d. h. in einer Ge- 
raden.*) Da der Schnitt der Ebenen in jeder Richtung statt- 
finden kann, so lassen sieh also in jeder Ebene nach allen 
Richtungen Gerade ziehen, die ganz in deväellieu liegen." 



Ebeiisperger, Leitfaden der Geometrie. — Nürnberg 
1850. 

„Eine Fläche heifst eben oder eine Ebene, wenn alle 
Teile in derselben Richtung nebeneinander liegen^) und man 
also nach allen Seiten hin gerade Linien in sie hinein gelegt 
denken kann, welche ganz mit ihr zusammenfallen." 



Erdmann, Die Axiome der Geometrie. — Leipzig 1877, 
„Was zunächst die einfachste dieser Gruppen, die Ebene 
und die auf dieselbe abwickelbaren Flächen betrifft, so zeigt 
sich durch die analytische Diskussion, was die anschauliche 
Beschaffenheit der Grundfläche von vornherein erwarten 
läfst, dafs ihr Krümmungsmafs den konstanten Wert Null an- 
nimmt."') 

') Diese Bemtikujig let büii h hiifs nnig imi ripI fc \mt mt b t 
lichste Weise du '^chnittUmp ^weiei Kb'-neii 

') Dieser Aasdiuck ist meht ganz kliw Das iolgenle Seiten ist 
hier doch identisch mit Biohtnngen Danach wCIrJe dieEitlaiung lanten 
jEine Fläche heifst eheu, wenn alle Teile m derselben Richtung neben 
einandei liegen und loin also meh allen Eulitungen hm geiade Linien 
m sie hinein gel>-gt denken k"ini) Det gebrxuchte Ausdruck „nach det 
selben Riohtnng nebenemandei" soll das eisetieii, waa lipi ten Linien 
dir Ausdruck Richtung schlrchtweg bedeutet, fui die FUchen fehlt ■'in 
derartiger Anedmcfe, er ist mit dem BegiifE Ebene identisch 

") Vielleicht wAie ps paatend, au die'^er Stelle auf den Unterachied 
von Krümmung und Beugung, von Biegen ohne und mit Dehnung niher 
einzugehen, doch aollen diese Betrachtungen an spiterei Steile ausfuhr 
lieh behandelt werden und es möge dahei ,>r>nugpn, hiei nui auf diesen 
Untersthifd hingewiesen ?u hiben 
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„Eine Folge der Konstanz des Kriimmungsmafses ist, dafs 
alle diese Flächen in sich selbst kongruent sindj d. h. dal's 
jeder ihrer Teile abgesehen von der Begrenzung in jeden andern 
sich verscliieben läfst."') 

Eukiid, Elemente, ed. Dippe. — Halle 1840. 
„Eine ebene Fläche (Ebene) ist diejenige, welche «wischen 
allen in ihr befindlichen geraden Linien auf einerlei Art liegt." ^) 



Fabian, Lehrbuch der Mathematik. ä) I. — Lemberg 1S7G. 

Fabian geht von der Erzeugimg der Ebene durch eine 
Gerade aus, die durch einen festen Punkt geht und auf einer 
geg. Geraden hingleitet. Es heifst dann: 

„Die beide Raumteile trennende Fläche darf auf keiner 
Seite Vertiefungen oder Erhabenheiten haben. Jede Vertiefung 
der einen Seite würde sich als Erhabenheit auf der andern 
kundgeben; die betrachtete Fläche mufs aber auf der einen 
Seite eben*} so ausschauen, wie auf der anderen. 

Diese Fläche heifst Ebene. 

Eine Ebene ist also eine Fläche, welche zwei gleich be- 
grenzte Teile des Raumes voneinander trennt." 



Kruse, Elemente der Geometrie. I. — Berlin 1875. 

„Eine Fläche, welche ihre Lage nicht ändert, während 
sie sich so bewegt, dafs sie ateta drei Gerade enthält, 
welche durch drei feste nicht auf einer Geraden liegende 



') Gültigkeit der Aiiome lon der Geraden als dev kürzesten Ver- 
bind im gsünie zweier Punkte und von dem ParalleliBinaB. 

') Zu vergleicben: J. Kober, Über die Defiöitionea geoiuetrischer 
Gi-iindbegi-iffe. — H. Z. I. p. 228— 23e. — Friedlein, Unter sucbungen der 
sog. Definitionen Heros, in H. Z. 11. p. 183. 

>) Man vergleiche H. Z. TU. p. 298. 

') Da dieses Wort grofs gedrnett ist, ao wird offenbar auf die Gleich- 
nvtigkeifc der Benennung "Wert gelegt. Ob es sich für den Verfasser mn 
ein geistreiche' (!) Wortspiel handelt oder oh es ihm Ernst ist mit dieser 
Heilnitang, w^e ich nicht zu entscheiden. — Vorgl. p. 281; Amn. 2. 
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Punkte guhen, wird eine ebene Flüche (kurzweg Ebenu) ge- 
iiaimt.'") _ 

Kunze, Lehrbuch tier Geometrie. I, — Jena 1851. 
i^ine Fläche heifst eben (gerade) oder eine Ebene, wenn 
aie überall nach geraden Linien ausgedehnt ist." 

„Anmerkung 1. Die ebene Fläche ist ihrer Art nach nur 

„Anmerkung 2. Euküdes sagt: Eine ebene Fläche ist die- 
jenige, die (zwischen) den in ihr befindlichen geraden Linien 
gleichförmig liegt; — dieselbe Dunkelheit wie bei der geraden 
Linie. Übrigens nimmt Euklidcs bei seinen Konstruktionen 
stillschweigend an, daCs sich in der Ebene allenthalben gerade 
Linien ziehen lassen."^) 

„Anmerkung 3. Man hat wiederholt versucht, die Mög- 
lichkeit der Ebene durch Konstruktion zu beweisen. Das 
acheint mir aber eine falsche Anforderung an die Geometrie 
zu sein,^) Der Geometer setzt mit Euklides die Möglichkeit 
der Ebene voraus und konstruiert nur, wenn ihm die Ebene 
gegeben ist." 

Milinowski, Die Geometrie für Gymnasien und Real- 
schulen. L — Leipzig 1881 — bezeichnet kurz „Punkt, Ge- 
rade, Ebene als die Grundgebilde der Geometrie." — Damit 
stellt er sieh auf den Standpunkt, dafs Punkt, Gerade, Ebene 
ohne Erklärung direkt dem Vorstellungsvermögen entnommen, 
a priori in demselben enthalten sind ^) 

■) Diese ErUaiuGg tiifft bwii hi dip Ebene zu abei nicht nur 
f ir die Ebeoe aondem beiapielsweiBe auch fui die EegeIfläL.Leii und die 
Cyliiiderfliülien Daion al er abgesehen niilbtt sie doch als för die 
bchuie ganz unbiauchbai bezeitiinet werden d^ gewifs kern Schüler aus 
diesei Erkfeung eine auBchaulii-he Vorbtellung dei Elene bekommen 
warde — la dei Beaprechucg des i orhegenden BuclitH in H. Z. VIl, 
l 31J — '22 sagt Soheih g I\och weniger können wir i s mit der vouj 
Terfaasei gegebenen Dehnition der El ene befreunde 

) betit damit aho den Heg iff dei Ebene vorau 

°) Man yer^leiche die Aufscrung Xummeis 

') Insofern wir sie als Grre zen bet d,i,hten Wf len s p an imd für 
■jich der Untere chung nnteiwDrfoii so muhsen wii aic in diesem Sinne 
dlh Begi ft 1 iriori mserea D nkens bpzen,hneu 
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Müller, E., ßlemente ilev Cuomütrie. I. — Briiunscliweig 
1869. 

„Eine Fläche heifst ebene Fläche ütlur Ebene schlecht- 
weg, wenn sie auf beiden Seiten in ihrer ganzen Ausdehnung 
nach allen vier Gegenden dergestalt von einerlei Beschaffen- 
heit ist, dafs die beiden Seiten mit den zugehörigen Eaum- 
teilen oder ohne dieselben miteinander vertauscht werden 
können. Da aber eine Fläche als gemeinschaftliche Grenze 
zwischen den ITäumen auf beiden Seiten als zweifache er- 
scheint, so werden zwei Ebenen und die auf beiden Seiten 
derselben befindlichen Räume mit jeder Seite und nach jeder 
igend hin dergestalt aufeinander gelegt werden küimeji, 
s wieder nur eine Ebene und einen Raum bilden. Jeder 
der beiden Raumteile ku beiden Seiten einer Ebene ist dem 
andern gleich, also die Hälfte des ganzen Raumes oder eiu 
Halbraum.'") 

l>. 16. „Eine jede der Ebenen eines Bit sehe Iraumes ist 
durch zwei ihtei- Strahlen vollständig beatimmt, weil durch 
zwei dieser Stellen nur eine einzige Ebene möglich iat." 
11. p. 3 rindet sich dieselbe Definition der Ebene. 

Müller, J., Lehrbuch der elementaren Planimetrie. — 
Bremen 1870 — fögt der genetischen Definition der Ebene 

„Die Ebene ist die einzige Fläche, welche an jeder Stelle 
von beiden Seiten dieselbe Gestalt darbietet.^) 

Pfleiderer, Schollen. — Stuttgart 1827. 

') Welche Definitionen der Ebene die einaelneu üeonieter auch ge- 
gobeu haben, jede ohne Aiianalime kommt auf diese EigantKihaCt uiirück 
und.kanu ohne sie die geometrischen FnndamentalBätze der KoLigruunz 
teils nur mangelhaft beweisen, teils gar nicht. Alles Klappen und Drehen 
der Ebene und ihrer Gebilde setzt diese Definitioa voraus, 

") Nach meiner Auffassung vom Element würde diese Erklärung auch 
für jedes Ebenenelement zutreffen (dagegen nicht nach Helmholtzs 
Erklärung). Ob aber überhaupt dem Begrifl'e Gestalt oder Form einer 
Pläehe nicht schon der Begriff der Ebene zu Grunde liegt, erscheint mir 
zum wenigsten sehr Kweifelhaft. 
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p. 8. „Eiue Fläche lieifst iilsdaun (i!. h. iiLitih der Defi- 
nition der geraden Linie) eben, wenn jede gerade Linie, die 
von irgend einem Punkt der Fläche an irgend einen andern 
Punkt derselben gezogen wird, ganz in der Flache liegt. Diese 
Definition drückt die gemeine Art, die Ebenheit einer Fläche 
durch Anlegung der Schärfe eines Lineals an dieselbe zu 
prüfen, durch allgemeine geometrische Ausdrücke aus," 



Ransenberger, Die Eleineiitargeoniötrle etc. — Leipzig 
1S87. 

„Auch uuter den Flächen wollen wir eiue besonders ein- 
fache') auswählen: die Ebene." Er giebt dann die gewöhn- 
liche genetische Definition und fahrt fort: 

„Diese Erzeugungs weise liefert nicht die Grundeigen- 
schaften der Ebene; vielmehr müssen wir wieder zn der direkten 
Anschauung^) rekurrieren . . . ." 

„Die Fund amentale ige nsehafteu der Ebene sind die fol- 
genden: 

1) Jede Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, fällt ganz in dieselbe. 

2) Jede m dei Ebene gelegene (TCiade kmn duich Drehung 
um einen ibrei Punkte, wie dei ingenachein zeigt, die 
_,anze Ebene bebchieiben 

3) Durch drei geg Punkte, die nicht m dieselbe Gerade 
talli.n, lafit sich nui eine (ahei auch iniuiei eine) Ebene legen, 

4) Eine Geiade, die nm einen Punkt mit dei Ebene ge- 
mein hat, dnichdungt dieselbe (Ebenenschmtt ) 

) ÜAi Emtache hier in Be^ng auf die Biieiigunjr kr Ebene g-i;- 

') "50 sehr au^h ich für die Betonung iiud S'f fs'-r'' Veiwendiing dai' 
Antchtuung im Unteincht im Vereleith /ui jetzigen Methods — bin, 
BO kann ich doch mich im Folgenden mit Kausenbeiger nicht völlig ein- 
veiBtinden eiklkreu ^umil auf den Augenschein — meine ich — 
düifo min oiLh in dei Geometrie nie beiufen aondern die Gewifsheit, 
die aus dei Ansi-hwung leaultiert lesultiert an« der inneren An- 
achauung d li dem von alkn ^uRllhglieiteu lesp aaljektiven Bedin- 
gungen die dem Augenschein tnhafteu kumen diri.li das Denken he- 
tieiten AnsLhauen 
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5) Alle Ebeueii sind, bis üiif ihr« Laguii, Yollliommen 
identisch. 

6) Die Ebene ist in sich verachiebbai' und umkehrbar," 
ilausenberger geht dann noch näher auf die schon er- 
wähnte (s. Baltzer) Darstellung der Ebene von J. Bolyai und 
Lobatsehewsky ein und fügt derselben folgende Kritik zu: 
„Diese Erzeugungs weise erseheint schon deshalb als unnatür- 
lich, weil sie zuerst die Kugel und den Kreis liefert, die Ge- 
bilde einer höheren Stufe^) sind, wie die Ebene und die Ge- 
rade. Trotzdem müfsten wir sie der hier gegebenen Torziehen, 
wenn sieh aus ihr die Eigenschaften der beiden letzteren ohne 
Zuhilfenahme von Axiomen (aufser dem der Kongruenz) her- 
leiten Hefsen." Dies ist nach Rausenbergers Ansicht aber nicht 
gelungen.^) Bemerkenswert ist noch folgende Stelle: 

„Es seheint, dafs der zweite Gleichheitssatz nur nach Ein- 
führung der Ebene beweisbar ist; nur in der Ebene sind Winkel- 
vergleichungen möglich."^) 



Schindler, Elemente der Planimetrie. — Berlin 1883. 

„Eine Fläche ist eine zweifach ausgedehnte Gröfse. Die 
einfachste Fläche ist daher diejenige, deren Länge und Breite 
gerade Linien sind. Da die Ausdehnung in die Breite von 
der Länge ausgeht,') so haben diese beiden Geraden einen 
Punkt gemeinsam. 

Sich sehneidend heifsen Gerade, die einen Punkt gemein 
haben, 

) ^ e gl i e ob gen Au fuh un^o la Ans lil a daiin möge noel 
tulge des lerne kt we d n W d le Be^ tf de geom fr s hon te& 
zu g lade gelegt und resuU eien vegen de Binfachhe t der Bed gung 
ala C undgeb Ide Kugel und Kre a so können Ebene nd iie ade au 1 
al Spea alfi,lle aiioeseben we de ndjnl ch S r r ^^ od 

) Ve gle che das Z tat aus F a häuf Ab ol te G omet 

) Ve fjle he nie ne Bemerkungen z § III 1 (. eile hen Ab 
han Uung und d e Bemerkungen he a oh auf d eae F Age bez eben I e 
den Ztaten von Baltze unl J C Be ke 

) Eine liochat eigentümliche Aue diucks weise, besonders metkwuidig 
die dai.in^ gezogcue Folgerung. 
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Eine Fläche ist eine stetige Linien- Folge ^) in der Äos- 
dehuuDg ihrer Broite. Die einfachste Fläche ist daher eine 
Aufeinanderfolge von Linien, welche durch zwei sieh schneidende 
Gerade hestimmt ist. Die Linien aber, welche durch je zwei 
Punkte der beiden sich schneidenden Geraden bestimmt werden, 
sind Gerade. Die einfachste Fläche entsteht also, wenn eine 
Gerade an zwei sich schneidenden Geraden entlang bewegt 
wird. Eine solche Fläche ist die Fläche der Tafel, die Fläche 
des Papiers etc. Sie kennzeichnet sich dadurch, dafs anf der- 
selben keine Erhöhung oder Vertiefung^ wahrgenommen wird, 
dafs sie also eben erseheint. 

Ebene heifst die durch zwei sich schneidende Gerade be- 
stimmte Fläche. 

Eine Ebene ist eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden 
entlang an zwei sich schneidenden Geraden." 



Schlegel, System der Raumlehre. — Leipzig 1872. 

Die Lageiländerung einer Geraden wird Schiebung ge- 
nannt. Findet die Schiebung so statt, dafs jeder Punkt eine 
Gerade beschreibt (eine einfache Bewegung macht), so heifst 
die Bewegung einfach. 

„Wenn eine Gerade ihre Lage durch einfache Bewegung^) 
ändert, so heifst das von ihr erzeugte Gebilde eine Ebene." 

„Die Eigenschaften einer Ebene sind bestimmt: 

1) Durch Lage und Richtung einer sie erzeugenden Ge- 
raden; 2) durch Lage und Richtung einer zweiten Geraden, 



') Ich halte diesen Ausdruck in einem für Schüler hestimmteB Buclie 
fCir gefährlich, da er gar aa leicht Veranlassung gehen kann ku doin 
Glauben, die Fläche sei aus Linien BUsammengeset/t. — Vergluicho diu 
Rezeusion in H. Z. XVIl. p. 50/51. 

') Erhöhung und Vertiefung setzen den Begriff der Ebene ja voraus: 
was über die Ebene hinaneragt, heifst Erhöhung, eine Stelle, welche in 
der Fläche, aber unter der Ebene sich befindet, eine Vertiefung. 

^) Der hier in die Erklärung der Ebene eingeführte Begriff der ein- 
fachen Bewegung ist kein allgemein gültiger; aufserdem komm t ihm 
— selbst von dem ersten Einwurf abgesehen — ■ d urchaus keine deutliche re 
Vorstellbar keit au, als dem B eg riff der Kbene ^jelbst. Vergl. Günthers 
BeS^F^ch^g in H. Z. VlII. p. if. ^^""^ 
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die von einem der ersteu im gehörigen Puiilite beacliriebeii wird; 
otler, da mau beide Gerade durch dieselbe Lage') bestimmeu 
kann : 

1} durch Lage imd Richtung einer sie erzeugenden 
Geraden; 

2) durch die Lage eines beliebigen festen, aufriurhalb 
dieser GeraJen in der Ebene liegenden Punktes; 
oder, wenn man auch die in 1) genannte Gerade durch zwei 
Punkte ersetzt: 

1} durch die Lagen dreier nicht in derselben Geraden 
liegenden Punkte. 

Die Merkmale einer Ebene sind hiernach vorläufig; Eine 
Lage und zwei Richtungen; oder /:wei Lagen inid eine 
Richtung; oder drei Lagen. 



Schlegel, Lehrbuch der elementaren Mathematik. — 
Woltenbttttel 1879. 

Auch in diesem Lehrbuche geht Schlegel von dem Begriffe 
der einfachen Bewegung aus bei der Definition der Ebene 
(wie auch der Geraden). Auf die Bewegung, ihr Wesen (Frei- 
heit) etc. wird genauer eingegangen^) und als wesentliche 
Merkmale der Ebene ausgesprochen; 

„Die Ebene ist 1) zweimal ausgedehnt; 2) einfach; 3) un- 
begrenzt; 4) unendlich; 5) in sich beweglich/' 

von Swindeu, ed. Jakobi. — Jena 1834, 

„Eine ebene Fläche oder Ebene ist diejenige Fliiciie, welche 

durchaus dieselbe Lage zwischen ihren Grenzen hat." Eukl. L 

BrkL 7. — L. G. I. Erkl. 6. 

„Anmerkung 1. Andere erklären Ebene als diejenige 

Fläche, welche eine gerade Linie in allen ihren Teilen berühren 

') Dieser Auediuck ist ao sieb unklar. Ee ist geiiiDint, diifs diu 
beiden Geraden einen Punkt gemeinsam haben. 

") Ich mufa wiedeibolt auf den Ai-tikel Bewegung, die allerdings 
erst im 11. Bande besprochen wird, und auf meine im Kapitel III ge- 
1 vorläufigen Bemerkungen hinweisen. 
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kann (in welcher sicli nach iillen Richtungen gerade Linien 
niehen latiseu J.)" S. Clavius über die 7. Erki, im ersten Buche 
des Eukl. 

Anmerkung 2. Ea verhält sich mit dieser Erklärung, wie 
mit allen Erklärungen von Dingen, die zu einfach sind, als 
dafs sie noch einer Erklärung durch Wurte fähig wären — 
sie sind alle ungenügend und mehr oder weniger dunkel. ') 



Thi baut, Grundnfs der reinen Mathematik.^) — Göttinnen 
1822. 

p. 171, „Mau darf das, was eine ebene Fläche ist, wohl 
als bekannt voraussetzen, obgleich eine solche durch Hilfe 
der geraden Linie noch erklärt werden kann." 

p. 176. „Durch Hilfe der geraden Linie kann die, übrigens 
ursprüngliche, Vorstellung der ebenen Fläche näher be- 
zeichnet werden." Es folgt dann eine der üblichen Erklärungen. 

') J. Eober, Über die Definitionen der geometriBchen ürundbe griffe, 
bemerliC dazu; „Glaubt aber jemancl, dafs solche Deätiitioueii, wenn sie 
äucb iiicbte nutzen, doch mindestens nichts Bcbadeii känneu, so sei fol- 
gendes bemerkt: Man -will in Schulen an Klarheit der Begriffe und voll- 
kommene Schärfe des AuBdrucka gewöhnen, und beginnt mit nnklaren 
nnd un zutreffen den Erklärungen, deren Fehlerhaftigkeit der Schüler 
herausfühlt, — Erklüiungen der einfachsten Grundlagen', deren Bfgrifi'e 
im BewnfatBein des SchiilerB von vornherein festet und klarer vorhanden 
sind, als irgend welche Kenntnisse, die ihm die Sohnle beibringt." Mau 
vergleiche am angeführten Orte die weiteren Ausführungen. 

') Hankel sagt in seiner Auttittsrede zu Tübingen „Die Entvrickhing 
etc.": „In Göttiagen lehrte neben Gaofs seiner Zeit ein missenschaftlich 
gauB unbedentender Mathematiker, Thibaut, die Elemente vor hundert 
Zuhörern ans allen Fakultäten, während Gaufa kaum ein halbes Dutzend 
aufbrachte. Wenn ich die Wahl hätte, — möchte ich Heber Gaufa, 
als Thibaut sein." Dazu bemerkt Gtünther in seiner Programm- 
arbeit „Der Thibautaclie Beweis etc.": „Der Grundrifs von Thibaut 
kann überhaupt für jene Epoche als ein wahres Muster einer populär- 
wissenscbaftlichen Darstellung umfassenden Stoffes bezeichnet werden, 
und wer dasselbe kennt, wird auch nur mit tiefem Bedauern die hohlen 
Deklamationen lesen können, welche der soast so feinsinnige Hankel 
gegen dessen Verfasser richtet." Ich mufs gestehen, dafs mich dieses 
Urteil GflnthetE wahrhaft befriedigt und — in gewisser Hinsicht — be- 
ruhigt hat. 
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Wolff, Lehrbuch der Geometrie. — Berlin 1830. 

„Eine Fläche ist entweder eben oder krumm. Dies sind 
einfache Begriffe." „Als Kennzeichen einer Ebene kann man 
aogebeüj dafs die gerade Verbindungslinie jeder zwei Punkte 
derselben ganz in sie fällt." 



Ulrich, Lehrbuch der reinen Mathematik. — Göttiugen 
183G. 

p, 409. „Unter Ebene wird die Fläche verstanden, deren 
allen TeUen eine gerade Linie angefügt werden kann/) oder 
genauer, welche so beschaffen ist, dafs jetle gerade Linie, die 
durch zwei beliebige Punkte der Fläche gelegt ist, ganz in 
die Fläche fällt." 

Klügel, Wörterbuch, Artikel Ebene. 

„Ebene ist eine Fläche, auf welcher jede, durch irgend 
zwei Punkte derselben gezogene gerade Linie mit allen ihren 
Punkten liegt, Sie ist allenthalben, in grÖfseren wie in kleineren 
Teilen, gleichförmig ausgedehnt, weil auf der geraden Linie 
die Teile durchgehends eine gleichförmige Lage haben," 

Die Euklidsche Definition wird angefahrt und hinzugefügt: 

„Er deutet durch jene Erklärung die Gleichförmigkeit der 
Ausdehnung an einer Ebene an. Wie auch eine Ebene durch 
gerade Linien begrenzt sein mag, so ist die Form der Fläche 
selbst dieselbe, nur die Gröl'se und die äufsere Gestalt^ mögen 
verschieden sein. Euklides setzt in der That voraus, dafs sich 
in einer Ebene allenthalben gerade Linien ziehen lassen." 

„Prokhis , , . versteht die Erklärung der Ebene bei Euklid 
MO, dafs die Ebene zwischen zwei geraden Linien einen Ka\im 
einnehme, der so grofs ist als der Kaum zwischen diesen 
Linien.^) 

Schwerlich hat Euklid dieses sagen wollen." 



') „CuJQn Omnibus partibus recta linea ooiigruit.'- Prodi in priuium 
Eukl. element. libv. CorQmtnt. liber IV, a, FrantisfO Baceio t'abritio 
Veneto editi. Patavii 1560, p. 67. "" 

') Beaser wohl: die Begrenzung, 

') Def Auadruok ist dunkel. Es soil woM damit gemeint sein, dafB 
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Becker, F., Die elementare Geometrie in neuer Anordnung. 
— Progr. Hanau 1870. 

„Wenn zwei sich schneidende (rPiade aubieicben, um die 
Lage einer Fläche in ihier ganzen Ausdehnung (selbst bi& 
ins UDendliehe) zu bestimmen, so int die Flache eine Ebene ^) 
In ihr hann man nach allen Bichtungeu ganz in sie hmem 
fallende Gerade ziehen. Jede andie Ebene welche duich die 
selben zwei sieh achneidenden deralen gebt, fallt mit der 
ersteren (der Lage nach) zusimmen, ist aiso mit ibi einerlei 
(identisch). Merkmal einer Ebene it>t also, dafs sie m zwei 
Geraden, welche ihr dngehoieu, festg ehalt en*") und nun in 
umdrehende Bewegung versetzt (wobei sie beständig duith 
diese beiden Geraden geht) ihre Lage im Räume unveiandeit 
beibehält, womit zugleich das weitete Meikmal zusammen- 
hängt, dafs jedes beliebige Stück einei Ebene überall ganz 
mit ihr zusammenfallen mufs, wenn man es mit zwei m ihm 
liegenden Geraden an beliebiger Stelle m sie hmem geleyt 
denkt." 

Helmholtz, Pop. wiss. Vortr. III, 2. „Über den Ur- 
sprung etc." 

p. 34: „Wir sehen daraus, dafs in der Geometrie zweier 
Dimensionen die Voraussetzung, .jede Figur k ö nne ohne irgend 
w ei che Änderung ihrer in der F läche l iegenden Dimensione u 
nach allen Richtungen hin fortb ewegt werde n, die betreffende 
Fläche charakterisiert als Ebene oder Kugel oder paeudosphä- 
rische Fläche. Das Axiom, dafs zwischen je zwei Punktenimmer 
nu r eine kürzeste L inie besteh e, trennt die Ebene und pseudo- 
sphärieche Fläche von der Kugel, und das Axiom von den 
Parallelen scheidet die Ebene von der Pseudosphäre. Diese 
drei Ax iome sind in de r That also notwe ndig und hinreichend , 
um die Flache, auf welche sich die Euklidische Planimetrie 

die Ebene die kleinste Fläche sei, die eich zwischen zwei Geraden denken 
lälat. — Man vergleiche ührigens weiter nnten: Majer, Proklos über 
die Definitionen bei Euklid. 

') Dieae Erklärung hat viel für sich. 

*) Wenn die Ebene in zwei Geraden festgehalten gedacht wird, 
HO ist sie selbst anch fest und kann nicht mehr gedreht gedacht werden. 
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be/iüht, a ls Eige n e zu char akterisieren, im Gegensatz ku allen 
andren Kau ingc bilden zwci^TTimensioneu." 



Bretsehneiderj Lehrgebäude der niederen Geometrie, 
„Sind im ßaume drei beliebige nicht in gerader Linie 
liegende Punkte gegeben, durch welche eine willkürliche An- 
zahl unter sich versekiedener Flächen gelegt ist, und man 
denkt sich die letzteren alle nm irgend zwei jener Punkte so 
lange herumgedreht, bis sie sämtlich wiederum durch den 
dritten Punkt gehen (so dafs also diejenigen Seiten der Flächen, 
die früher die oberen waren, nunmehr die unteren geworden 
sind), so wird jede einzelne Fläche in dieser neuen Lage mit 
der im Räume gedachten Spur ihrer anfänglichen Lage nicht 
zusammenfallen, sondern irgend einen hohlen Raum einschliefsen. 
Es wird aber stets eine Fläche vorhanden sein oder wenigstens 
als vorhanden gedacht werden können, welche nach erfolgter 
Umlegung mit der Spur ihrer ersten Lage allenthalben genau 
zusammenfällt und keinen hohlen Raum einschliefst. Diese Fläche 
wird nun eine gerade Fläche oder eine Ebene genannt." 

„Auch die Vorstellung der Ebene ist eine Grundvorstel- 
lung des menschlichen Geistes." 



Grelle, Über Parallelen-Theorien etc. — Berlin 1816. 

„Da im Räume durch dieselbe Linie unzählige Flächen 
liegen können (weil eine Linie zugleich mit den Flächen räumen, 
die sie sondert, da ist), so bestimmen eine einzelne Linie oder 
mindestens zwei Punkte, also weniger als drei Punkte, keine 
Fläche;^) also kann eine Fläche nicht in eine andere fallen, 
wenn beide nicht wenigstens drei Punkte gemein haben." 

') Aus dieser Bemerkiing ergiebt sicli die Cbarakterisierung der 
E henw als derjenigen Fläch e, welche duich die kleingtmBglic he A iizahl 
von Punkten im. Räume bestimmt ist (wie die'üerade diejenige Linie 
ist, die durch die kleinatmö gliche Anzahl toh Punkten beatimmt ist). 
(Leider geht Grelle auf diesen frachtbaven Gedanken nicht weiter ein, 
ja er verwertet ihn nicht einmal hei seiner Definition der Ebene.). Hierin 
li egt die Einfachh e it von Gerade nnd Ebene in dem Sinne , dafs man 
sie als die einfacliste Linie reap. Fläche beaeichnet. 
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„Eine Fläche unterscheidet sich von der anderen durch 
ihre Gestalt; daher giebt es unzählige verschiedene Flächen. 
Man unterscheidet gerade und krumme. Estere heifseu 
Ebenen. Eine Ebene ist, die an beiden Seiten dieselbe Ge- 
stalt hat, so, dafs wenn man die eine Seite der Ebene in die 
andere, d. h. den körperlichen Raum an der einen Seite in 
den körperlichen Raum an der andern, und umgekehrt, legt, 
die Grenzen des Eaumes in demselben Orte im Räume bleiben," 

„In einer Ebene sind also nach allen Richtungen gerade 
Linien möglich, die ganz in der Ebene bleiben, weil alle 
Linien in einer Ebene, gleich der Ebene selbst, au beiden 
Seiten dieselbe Gestalt haben." 



Grelle, Lehrbuch der Elemente der Geometrie. — Berlin 
1826. 

„Befinden sich alle geraden Linien, die durch beliebige 
Paare von Punkten einer Fläche gehen, ganz in der Fläche, 
so ist die Fläche gerade und heifst Ebene". 

Gruuert, Lehrbuch der ebenen Geometrie. ^ Branden- 
burg 1870. 

§ 8: „So wie mau zwei Hauptarten der Linien unter- 
scheidet, so unterscheidet man auch zwei Hauptarten der 
Flächen: ebene und krumme Flächen. Eine ebene Fläche 
oder eine Ebene ist eine Fläche von solcher Beschaffenheit, 
dafs jede zwischen irgend zwei in derselben angenommenen 
Punkten gezogene gerade Linie ganz in sie hineinfällt." 

§ 9; „Die vorher gegebene Definition der ebenen Fläche 
kann im ersten Augenbhck für Anfänger einige Dunkelheit 
haben. Bedeakt man aber nur z. B. wie jeder Tischler unter- 
sucht, ob eine glatt gehobelte Ifläche eine völlig genaue Ebene 
bildet, indem er nämlich die Schärfe eines richtigen Lineals 
nach allen Richtungen an selbige anlegt und zusieht, ob er 
nirgends zwischen dem Lineal und der zu prüfenden Fläche 
durchsehen kann, ob also die Schärfe des Lineals sich überall 
völlig genau an die Fläche anschliefst, so wird alle Dunkelheit 
bei obiger Erklärung gewiis auf der Stelle verschwinden".... 
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August, Lehrbuch der Mathematik L — Berlin 1859. 

„Gewisse Flächen können durch Fortbewegung einer Linie 
entstanden gedacht werden. Ist dabei die bewegte Linie eine 
gerade und wird sie so bewegt, dafa jeder ihrer Punkte wieder 
eine gerade Linie, aber in einer andern Richtung bildet, so 
entsteht eine ebene Fiäche oder Ebene." 

Dazu kommt als Grundsatz: „Eine gerade Linie, die zwei 
Punkte mit einer Ebene gemein hat, liegt ganz in derselben/' 
und ein Forderungssatz: „Durch jede drei Punkte im Räume 
sich eine Ebene gelegt zu denken und sich dieselbe nach allen 
Seiten hin beliebig erweitert vorzustellen." 



Arneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

„Eine Fläche wird eben oder Ebene genannt, wenn eine 
Gerade, wie man sie auch in die Fläche legen mag, immer 
mit dieser zusammenfällt." 



Bartholomäi, Gradlinige Planimetrie. — Jena 1851. 

Bartholomäi betrachtet die „Abhängigkeit der Elemente" 
eines Winkels. Dei Übergang des einen Schenkels in den 
andern findet durch Dtebung statt „Diese Drehung darf nicht 
willkürlich sein."^) Deshalb gleitet der eine Schenkel bei der 
Drehung auf einer Geraden, die die beiden Schenkel schneidet, 
hin. Nach einer voll standigen Umdrehung bat der freie 
Schenkel eine Ebene beschrieben 

„Die Ebene ist diejenige Flache, in welche alle Geraden 
zwischen je zwei Punkten der'^elben fallen." 

„Eine Ebene ist duich diei Punkte, welche nicht in einer 
Geraden liegen, vollkommen bestimmt." 

Bartholomäi fugt hinzu „Auf Einfacheres kann die Er- 
zeugung der Ebene nicht zurückgeführt werden." Die Vor- 
stellung der durch drei Punkte bestimmten Ebene und zwar 
in unendlicher Ausdehnung ist daher ein „Postulat" der 
Geometrie. 

') Vergleiche meine Anmerkung ku Doaiiiias Durste lliiüg in 
Baltsera Zitat. 
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Beck, Ebene Geometrie nach Legendre. — Bern 1842. 

„Eine ebene Fläche oder eine Ebene ist eine Fläche, 
auf welche man eine gerade Linie nach allen möglichen Rich- 
tungen so legen kann, dafs alle Punkte dieser Linie in der 
Fläche liegen." 

J. K. Becker, Lehrbuch der Eiementar-Maihematik IL — 
Berlin 1877. 

„Alle Geraden, die durch einen gegebenen Pnnkt gehen 
und eine gegebene, nicht durch diesen Punkt gehende Gerade 
schneiden, liegen in einer Fläche, welche ebene Fläche oder 
Ebene genannt wird. 

Die Ebene verbindet alle in ihr liegenden Punkte auf 
küraestem Wege, und jede Gerade, welche zwei Punkte mit 
ihr gemein hat, liegt mithin ganz in ihr. 

Eine Ebene wird beschrieben von einer Geraden, welche 
auf zwei anderen sich schneidenden hingleitet, oder von einer 
Geraden, die sich um einen ihrer Punkte so dreht, dafs sie 
dabei eine nicht durch diesen Punkt gehende Gerade sehneidet," 

Dazu kommt nach der Behandlung der ParaUellinien der 
Satz: „Eine Ebene ist vollkommen bestimmt durch drei nicht 
in derselben Geraden liegende Punkte." 



Boymann, Lehrbuch der Mathematik I. — Köln 1877. 
Dieselbe Erklärung der Ebene, wie bei Becker in dem 
vorhergehenden Zitat. 

F. Fischer, Anfangsgründe der Mathematik IL ~ Leipzig 
1887. 

„Die einfachste aller Flächen ist die ebene Fläche oder 
Ebene. Man versteht darunter eine Fläche von solcher Be- 
schaffenheit, dafs jede Gerade, welche zwei Punkte derselben 
verbindet, ganz in ihr liegt." 

Frankenbaeh, Lehrbuch der Mathematik 1. ~ Liegnitz 
1889. 
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„la jeder Fläche kann man von jedem Punkte aus beliebig 
viele Linien ziehen. Sind dieselben alle gerade, diimi heifst 
die Fläche eine ebene Fläche oder eine Ebene." 



Prantz, Die Philosophie der Mathematik, — Leipzig lSi'2. 

„Die Ebene ist das Aufs ersieh sein, nnd zwar der Linie, 
der Richtung des Raumes,') Damit hat sich das Sich-Unter- 
seheiden des Eaumea als seiendes Aufsereinander selbst be- 
stimmt. Die Ebene ist selbst der Raum. Aber der Raum 
ist jetzt als Ebene bestimmt, — durch die zwei Dimensionen. 
Damit ist überhaupt die Bestimmtheit an den Raum getreten. 
Dieser Widerspruch aber, dafs der Raum, das absolute Aufser- 
einander, ein bestimmter sei, wird sich weiterhin zum totalen 
Räume entwickeln. 

In der Ebene als Raum wiederholt sich zunächst das 
zuvor betrachtete Spiel des Raumes, dafs sie in sich Richtungen, 
Linien setzt. Aber wie die Ebene bestimmter Raum ist, haben 
auch die Richtungen in ihr nicht überhaupt eine Beziehung 
zu einander, sondern eine bestimmte Beziehung — durch 
die zwei Dimensionen, welche die Ebene bestimmen — die 
sich bei allem sonstigen unterschied, der Richtung erhält; sie 
sind in der Ebene, die selbst bestimmt ist allenthalben gerade 
Linie zu sein." 

Die weitläufige, weitere philosophische Betrachtung der 
Ebene, die sich auf den Begriff der Richtung nnd der Kurve 
stützt, Bchliefst mit den Worten: 

„Die Ebene entstand uns als die Rückkehr der Linie, als 
Richtung, aus dem Aufsersieh zu sich.^) Als solche mani- 

') Dieses Zitat kann als Mnsiei- myatiscb-philosophiacher Begriffs- 
erkiärong gelten. Man möge es also in diesem Sinae auffassen, wenn 
ich die Betrachtungen von Frants; in dieser aasfQhrlichea Weise zitiere. 
Man möge übrigens diese Ausführungen vergleichen mit den entspreciien- 
den bei Schmita-Dumont, um wabrliaft mathematisch-philosophische 
Betrachtung im Gegensatz au dieser philosophierenden, geistreich sein 
sollenden Untersuclmng zu erkennen und zu würdigen. 

^) Auf diese Stelle sei noch, besonders aufmerksam gemacht, ich 
kann es mir nicht versagen, zur Vergleichung eine Stelle aus Hegel 
anzuführen, obwohl sie inhaltlich m dem Vorliegenden in gar keiner 
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füstiert sieh die Ebene in der Kurve, in welclior sie darum 
ihve Bestimmung erreicht hüt. Es ist sonst nichts an der 
Ebene zu erkennen." 

Bei der Betrachtung des Körpers heirst es dann weiter: 
„Die Ebene ist bestimmter Raum. Aber wir betrachteten sie 
bisher so, dafs sie überhaupt nur Bestimmtheit in sich habe, 
uüralich die, allenthalben gerade Linie zu sein. Sie ist aber 
selbst eine bestimmte, diese. Indem sie bestimmter Raum 
ist, unterscheidet sich iu ihr der Ilaum von sich als dem All- 
gemeinen. Als sich richtend war er zur Ebene geworden, 
und die Ebene ist selbst nur eine Richtung; so ist sie eine 
bestimmte unter andern. Indem sich der Kaum als Ebene 
setzt, setzt er viele Ebenen. Danach ist die Ebene nicht der 
Raum, als vielmehr im Räume, der wie früher in Linien jetzt 
in Ebenen sein Aufse reinander realisiert." 



Frischauf, Absolute Geometrie.') — Leipzig 1872. 

p. 2. „Eine Fläche, welche durch drei Punkte bestimmt 
ist, lieifst eine Ebene." 

Im Anhang p. 81 heifst es hierzu: 

„Die Gerade und die Ebene werden in der Geometrie 
gewohnlich axiomatiach vorausgesetzt. Von den Versuchen 
dieselben durch einfachere Axiome zu ersetzen, soll der von 
Wolfgang Boljai gegebene mitgeteilt werden. 

Be^ietiun^ stpbt In Htgels Eatjklopiclie der philosophücl en Wissen 
fichailen heiht es m § 12 Dia We^en als das duii-h die Mcgativitit 
^emei selbst sich mit sich veimittelade Sem, ist die Beziehung auf weh 
selbst, nur iDdem sie Beziehung auf Andecea ist das aber tinmittelhar 
nicht nla Seiendes sondern als ein Gesetztes und Vermitteltes ist 
Dann ist wie em Kntikei bei Bespiechung einer Ihnliohen Philo- 
sophireid sich treffend ge iufneit hat, ''irm, NichtBinn,nnd Unsinn 

, ') Mau vergleiche Beltiami, Essai dmterpietition de Ja g^o 
metiie non eulsjidienne tiadmt de litalien jai IT J Hoiiel extrait 
du Giomale d^' Matematithe, t VI, 180*^ — leepiocken in H Z II 
p 1311 — Piiachaiits Weik selbst ist m H Z VII p 464 ßq duioh 
aus beilUllig besprochen von Killing mhrend Pietzker ebenda 
p. 469/74 gegen Frischauf vorgeht. Eine Wüidigung dieser Einwürfe 
findet sich bei Günther, Der Thibautsehe Beweis etc. — Die Ent- 
gcgnving Killings findet sich in H. Z. VUI. p. 220. 
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Der Grandgediinbe besteht in folgendem: Um tue Ebene 
zu erhalten, denke man sich von zwei Punkten und 0' (als 
Mittelpunkten) fortgesetzt (konzentrische) Kugeln mit (dem- 
selben aber) immer gröfser werdendem Radius beschrieben. 
Der Inbegriff der Durehselinitts Knien je zweier Kugelflächen 
mit gleichem ßadiua ist eine Ebene."^) 

Nach einer längeren Ausführung dieses Gedankens, der 
zum Begriff der Geraden führt, wird noch folgende Kon- 
struktion der Ebene gegeben. 

p. 87: „Eine Kreislinie als Dnrchsehnittslinie zweier 
gleicher Eugelßächen werde in den Punkten A und S hal- 
biert.^) Durch die Punkte A und B ist eine Gerade bestimmt; 
es sei ferner C die Mitte der Strecke AB. Eine der beiden 
Hälften der Kreislinie werde in D halbiert, so ist durch die 
Punkte G und D eine zweite Gerade CD bestimmt, welche 
senkrecht auf der Geraden AB genannt wird. Dreht man 
die erhaltene Figur um AB, so besehreibt die Gerade CD 
eine Ebene. 

Funck, Das Euklidische System der Geometrie der Ebene. 
~ Berlin 1864 

„Eine ebene FiUche oder Ebene ist diejenige, welche 
zwischen ihren Grenzen**) durchaus dieselbe Lage hat, dafs 
jede zwei Punkte in ihr, geradlinig verbunden, eine gerade 
L- ■ r f w I 1 n n ■ hn nf Ut" 
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Helmes,') Die Elementarmathematik IL — Hannover 1874. 

„Von allen Flächen iat ausgezeichnet durch ihre Einfach- 
heit^) uiul t^ureh die leicht vermittelte Bestimmtheit ihres 
Begriffs die ebene Flache oder die Ebene." 

Der Erklärung der Ebene resp. der Darlegung ihrer Be- 
schaffenheit und der Vergleichung mit Beispielen folgen die 
Worte: „Dafs es aber wirklich eine Ebene giebt,") hat sich, 
ungeachtet auf der Voraussetzung des Begriffe das ganze Ge- 
bäude der Geomefrie beruht, bis auf den heutigen Tag noch 
nicht beweisen lassen; der Begriff der Ebene gehört zu 
den Gruudvorstellungen." Helmes weist dann noch auf 
Deahnas in Baltzers Zitat erwähnten „scharfsinnigen" Ver- 
such, die Statthaftigkeit des Begriffs der Ebene und die Wirk- 
lichkeit derselben zu beweisen hin und auf Grelles und Erbs 
Arbeiten. Es wird alsdann der Satz bewiesen: „Wenn zwei 
Ebenen drei nieht^n einer geraden Linie liegende Punkte 
miteinander gemein haben, so sind sie nicht zwei verschiedene 
Ebenen, sondern sie fallen ganz miteinander zusammen; oder 
durch drei nicht in einer geraden Linie liegende Punkte 
ist die Ebene bestimmt." 



Heinze, C, Die Elementargeometrie. — Berlin 1877. 

„Sind eine gerade Linie und ein aufserhalb derselben 
liegender Punkt gegeben, so ist die Zusammenfassung aller 
Punkte, die von dem gegebenen Punkte aus vor der gegebeneu 
geraden Linie liegen, die geometrische Ehene." Dazu kommt 
noch die Erklärung: 
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„Denkt maii sich eine gerade Linie ab und dann 
einen Pnnkt c, der nicht in dieser geraden Linie oder deren 
Verlängerung liegt, so kann inaii eicli noch einen zweiten 
Punkt d denken, der vom gegebenen Punkte ans vor der 
geraden Linie liegt. Derselbe kann vom gegebenen Punkte 
aus vor der geraden Linie Überall gedacht werden, bald niihur 
dem gegebeneu Punkte oder der geraden Linie, bald weiter 
von dem einen oder der andern. Nimmt mau alle diese Punkte 
zusammen, so hat man die geometrisebe Ebene."') Aus 
dieser Art der Auffassung folgt direkt, dafs die Ebene durch 
einen Punkt und eine Gerade oder durch drei Punkte bestimmt 
ist Die Möglichkeit der unendlichen „Verlängerung" wird 
ausdriicklieh hervorgehoben. 



Menger, Grundlehren der Geometrie. — Wien 188L 
„Jede Ebene kann dem Auge als Gerade erscheinen." 



J. H. T. Müller, Lehrbuch. ^ Halle 1844. 

Nach der gewöhnlichen Erklürung der Ebene'') und cinigun 
daraus abgeleiteten Sätzen wird noch folgende Betrachtung 
biaaugefügt: 

„Die Ebene ist die kleinste von allen begrenzten Jj'iäclicn, 
welche sich zwischen einer und derselben in dieser Ebene 
liegenden Grenzen denken lassen. 

Zur Erläuterung können Stücke von Kugeln, Kngelkappen 
u. s. w. gebraucht werden. — Unsere Sprache hat keinen Aus- 
druck für das dem Abstände bei den Linien Entsprechende."^) 
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Paucker, Die ebene Geometrie. — Köuig^berg 182£}. 

„Wenn eine Fläche die Beschaffenheit hat, dafs sie von 
einer geraden, sie in zwei Punkten berührenden') Linie auch 
in allen übrigen zur geraden Linie gehörigen Punkten berölirt 
wird; und dieses nicht in einer besonderen Lage der geraden 
Linie allein, sondern in allen möglichen Lagen derselben statt- 
findet: — so heirst eine solche Fläche eine Ebewe." 



Schraitz-Dumontj Mathematische Erkenntnistheorie. — 
Berlin 1878. 

„Das durch zwei Dimensionen in unbeschränkter Austk'li- 



ninig bestimmte Gebilde heifs^ Ebene. ^) 



Beez, Über Euklidische und NichtrEukliilisehc Geometrie. 
— Plauen 1888. 

„Wir gehen nun zur Definition der Ebene über, welche 
keine Schwierigkeit darbietet, sobald eine stichhaltige Er- 
klärung der Geraden gegeben ist. 

Nach Euklid ist die Ebene diejenige Fläche, welche zwischen 
den in ihr befindlichen Geraden auf einerlei Art liegt. Das- 
selbe kann man aber auch von jeder in die Ebene abwickel- 
baren Fläche, insbesondere vom Cjlinder und dem Kegel be- 



leicht aneh von dem Abstände zweier sich aclmeideiiden Geraden sprociien. 
Es würde sich äana mir darum handeln den Begriff der kürzesten 
Drehung als Dtehungsabstand zu bezeichnen nnd in die Geometrie ein- 
zuführen. Allerdinga träfe dieser Ausdruck dann nur zu iäv awei sich 
schneidende Gerade, wBhrend man bei Parallelen von der kürzesten 
Verschiebung sprechen müfste. Beide TäUe liefsen sich aber zHeammen- 
faesen in dem au normierenden Begriff des Abstandea zweier Geraden. 
Die Schwierigkeit liegt darin, dafs die sich kreuzenden Geraden aua 
der Betrachtung auszuscheiden sind; dafs also die obige Begriffsbestim- 
mung nicht allgemein gültig ist. Vergl. Zitat aus Majer. 

1) Durch den AuBdruck „berührea" wird der Begriff der Ebene vor- 
weg genommen; es hätte heifsen müsEen: Wenn eine gerade Linie, 
sobald sie zwei Punkte mit einer Fläche gemeinsam hat, dann auch 
jedesmal alle Punkte mit ihr gemeinsam hat, so heifat die Fläche Ebene. 

^) Diese Erklärung stimmt mit der von mir gegebenen Definition 
überein. " " ~ 
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haupten." Nach Proklos sei Euklids Definition durch Ver- 
tauacliuiig der Gattungen — ebenso wie bei der Goraden — 
nämlich der Linie mit der Flache gebildet,^) Die übrigen 
Bestimmungsarten der Ebene werden erwähnt, darunter auch 
diejenige als Minimalfläche zwischen ihren Grenzen und als 
die Fläche, deren Inneres durch das Aufsere verdeckt wird.^) 
Nach Killing,') dem neuesten Bearbeiter der Nicht-Euklidischen 
Geometrie, sei die Ebene charakterisiert durch die drei Eigen- 
schaften: 

„1) Bei der Eulie eines jeden (d. h. irgend eines) ihrer 

§jjnkto kann die Fläche noch ia sich bewegt werden, jeder 
unkt beschreibt eine (durch den ruhenden Punkt und die 
Anfangslage des hewegten Punktes) bestimmte Linie und kehrt 
auf derselben bei fortschreitender Bewegung in die Änfangs- 
liige zurück.*) 

2) In der Fläche giebt es in sieh verschiebbare Linien, 
welche umkehrbar sind (gerade Linien) oder mit anderen 
Worten: bei einer gewissen Bewegung der Ebene kann eine 
solche Linie in sich verschoben werden, bei einer anderen, 
nämlich der Drehung um einen Punkt der Linie, kann die 
Linie als Ganzes wieder in die Anfangslage gelangen, während 
die einzelnen Punkte ihre Lage vertauschen. 

3) Die Fläche selbst ist umkehrbar d. h, man kann sie 
so um eine in ihr liegende Gerade drohen, dafs sie als Ganzes 
die Anfangslage wieder einnimmt, während die Punkte nicht in 
die frühere Lage zurückkehren." Beez bemerkt dazu: „Flächen 
müssen bei diesen Erklärungen offenbar als starr und unbieg- 
sam angesehen werden, denn sonst liefsen sich dieselben drei 
Eigenschaften auch an Flächen konstanter positiver wie nega- 
tiver Krümmung nachweisen." Es heifst dann weiter: „Wenn 
der Verfasser hinzufügt; 'dafs diese Voraussetzungen in den 

^) Mao veigleiobe weiter unten das -^itit aus Majei, Proliloa üljür 
dit Deflmtioaen bei Fuklid 

') Was dieser Ausdruck bedeuten soll ist mii uioht Iclar. 

'j KiUing, Die niclit enklniiBchen iia,umfoimpn in analytiaulier lic- 
b^ndluDg — Leipzig 1886 Beepiocheii m H Z XVil. p. 209. 

') Dies trifft auch zu lui die Kugelflachp undfin eingeschränktem 
Mdlse a.ai.'a tut die Kegelflithe 
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ersten Definitionen Euklids enthalten sind, bedarf keines Nach- 
weises', so kann dies doch unmöglich auf die Eigenschaft der 
Umkehrbarkeit sich beziehen, die meines Wissens weder von 
Euklid, noch von einem andern grieehiachen Mathematiker 
postuliert wird." Beez geht dann näher auf diese Frage ein 
lind verteidigt seinen auch von mir vertretenen Standpunkt^ 
dafs entgegen EukJid der Punkt nicht Ausgangspunkt der 
Betrachtung sein dürfe. Nach Beez ist Leibnjz ^ der erste, 
welch er das Prinzip d er Umkehrbarkeit ausgesprochen .') „Er 
definiert in einem Briefe an Giordano die Ebene als diejenige 
Fläche, welche den Raum in zwei kongruente Teile zerlegt. 
Mit Recht wandte indessen Giordano ein, dafs man sich Flächen 
und Linien denken könne, welche den Raum beziehentlich die 
Ebene ebenfalls in zwei kongruente Teile zerlegten, ohne aber 
eben oder gerade zu sein. , Es fehlt offenbar in der Leibniz- 
Bchen Definition die zweite Bestimmung, dafs die beiden kon- 
gruenten Räume ineinander verschoben werden können, ohne 
dafs die Grenzflächen aufhören miteinander zusammenzufallen, 
mit anderen Worten die Voraussetzung, dafs die Ebene in 
sich selbst verschiebbar ist." Beez beansprucht für sich die 
Priorität der vervollständigten Definition und weist die Ein- 
wände, die vom pädagogischen und wissenschaftlichen Stand- 
punkt aus gegen die Definition erhoben werden^ zurück. 



') Vergleiche Baltzer —Vergleiche Günther, Der Thibautsche 
Btwcis etc „Die nicht e nkbdische Geometrie nämlic h, deren kritischen 
Leistungen auch derKocBerrativBte Geometer seinen Beifall nicht ver- 
tuen sollte hat daduich em neuee bedeutsames Ferment in die Er- 
örterung gebricht, dafs sie die ümtehrbarkeit für Ebene und gera de 
L }nie bet ont Man magTlTese beiden Grucdgebilde wie immei ins dem 
Eanmbegi tf selbst cdei, viie es die verbessute Methode der Neueren 
will, aus Kugel und hreis herleiten, stets erheben ■'icli die illergröisten 
hohwieiigkeiten zu beweisen, dafs eine . . Strecke arDkehrb%r sei." 
Ell will leiwiesen auf: Günther, Ziele und Resultiti. dci neueren 
inathematisth hibtoiischen Forschung, Erlangen lS7b S 77 ff — und 
auf; Becker, Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage, I. 
S. 9 ff. n. S. 23 ff. In Bezug auf das letztere sagt Günther: „Neuerdings 
sind es besonders die Arbeiten J. C. Beckers, die den sekundären Cliarakter 
der früher als ursprünglich angesehenen Begriffe Gerade und Ebene be- 
stimmt hervortreten lielsen." 
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Korneck, G-enetisehe Behandlung des plauimetrisclieu 
Pensums der Quarta. — Kempen 1879. 

„Unter den verschiedenartigsten Flüchen zeichnen sich tlie 
ebenen Flächen dadurch aus, dafs sie stets ineinander fallen, 
wenn man sie auch auf verschiedene Weise zusainmenleat." 



Wernicke, Geometrie des Mafses. — Braunschweig 1887. 

p. 27: „Axiom- II, In unserem Eaume giebt es eiue un- 
hegrenzte Fläche, welche dadurch erzeugt werden kann, dafs 
man eine Gerade in einem ihrer Punkte festhält und dieselbe 
auf einer anderen Geraden gleiten läfst: diese Fläche wird 
ebene Fläche oder Ebene genannt,'"' 

Dieselbe wird als Elemen targebildo unseres Ruunies 
bezeichnet. 

„Welchen erkenntuis theoretischen Wert die beiden Axiome 
(nämlich aufser dem oder vor dem der Ebene das Axiom I. 
der Geraden) haben, auf welchen wir unsere Geometrie auf- 
bauen, mag hier dahingestellt bleiben: für den Mathematiker 
sind sie einfach Voraussetzungen, welche er machen mufs, 
falls er eine Geometrie begründen will, welche für die Unter- 
suchung und Darstellung der Aufsenweit brauchbar ist." 

p. 33: „Jede Ebene ist in sich kongruent, d. h, sie läfst 
sich in jeder Kopie, welche mit ihr zusammenfällt, verschieben, 
ohne Biegungen und Dehnungen ausgesetzt zu sein." 

„Jede Ebene hat mit einer ihrer Kopien zwei Lagen der 
Deckung (abgesehen von den Verschicbungen in sich selbst), 
und zwar gelangt man von der einen zur andern durch Drehung 
der Ebene um jede in ihr gelegene Gerade (Ümkehrbarkeit)." 

H. Müller, Über den ersten planiniotri scheu Unterricht. 
- Berlin 1839. 

Auf die Erzeugung der Ebene durch eine um einen Punkt 
sich drehende und zugleich an einer zweiten Geraden gleitende 
Gerade wird ausführlich eingegangen und daraus die üblichen 
Folgerungen gezogen. Zugleich giebt Müller einen Apparat 
an, dessen er sich zur Veranschaulichung des Vorgangs bedient. 
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Martini, Die Krümmung ebeaer Kurven etc. — Rott- 
weil 1877. 

Es werden die zwei Seiten einer Fläche verglidieii, wobei 
es vorkommen kann, tlafs „die beiden Flächen durchaus gleich 
gestaltet" -imd.*) Ist dies der Fall, 30 „gelangt man zu uner 
Fhiche, m welcher keine Seite nirgends wedei hohl noch er- 
haben it>t,^} m weicher somit jede Seite in ihrei ganzen Aus- 
dehnung eben und folglich eingestaltig ist/' „Die Ebene ist die- 
jenige Fläche, deren beide Seiten durchweg gleich gestaltet sind "*) 

Nach näherer Ausführung beifst es: „Nach dieser De- 
finition erseheint die Ebene offenbar als die denkbar einfachst« 
Fläche. Weil die beiden Seiten einer Fläche gleich grofs sind, 
da sie sieh ja in ihrer ganzen Ausdehnung gegenseitig be- 
rühren,*) so sind die beiden Seiten einer Ebene, weil noch 
gleich gestaltet, kongruent," 

Hieran scbliefsen sich noch ausführliche Betrachtungen 
über die Verhältnisse bei Drehung und Verschiebung von 
Ebenenteilen. 

Majer, Proldos über die Definitionen bei Euklid, — Stutt- 
gart 1881. 

„Die älteren Philosophen beliebten die Ebene nicht als 
eine Art der Fläche zu nehmen, sondern beides als dasselbe 
zur Darstellung einer zweidimensionalen Grofse, Denn so hat 
der göttliche Plato die Geometrie als Lehre von den Ebenen 
bestimmt, indem er sie der Stereometrie entgegensetzte, wie 
wenn Ebene und Fläche dasselbe wäre. Und ebenso der wunder- 
bar grofse Aristoteles. 

) Wie s bon ol e au „efuh t h t d e Fla 1 e eil t ke q 
Se ten u an k cn s abe on e 3e ten us bet i 1 1 Dis st 
a h h e gerne nt 

') DiJa h er n d e Vo aussetanng de Lbene I ege habe h we ter 
ob n geae gt — Ve gl Anmerkimg iu Soll n Hers Z tat 

) Yielle cht hefte a h d ese Defimt on so getan I jeu „e Fl he 
d e von be den Se ten bet achtet In ha d oselbe Gestalt e gt he fst 
tbene 

) En ungld kh her Ausl uck D na h m ol t e len Eiol !c 
ils könne ii au et\ST e ne Ebeae n we zerlegen n d e I nke Se te uad 
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Euklid aber und seine Nachfolger erklärten die t'iäelie 
für das genus, die Ebene für die species, wie die Gerade im 
Verhältnis zur Linie. Deshalb bestimmt er auch die Ebene 
abgesondert von der Fläche nach Analogie der Geraden; denn 
er erklärt diese als gleich mit dem Zwischenräume zwischen 
den Punkten, und ebenso nehme auch die Ebene, wenn zwei 
Geraden gegeben seien, den gleichen Eaum ein mit dem 
zwischen den Geraden gelegenen,"') 

„Manche könnten auch sagen, sie sei die kleinste von 
Flächen, welche dieselben Grenzen haben..., und so wird 
man alle Definitionen der Geraden auf die Ebene übertragen 
können, indem man nur das genua ändert." 

Majer geht in seiner Besprechung besonders auf die Ver- 
tauscfaung Ton genus und species näher ein, „die sich leider 
auch in einer Menge der neuesten Lehrbücher der Geometrie 
findet." Ich werde in dem Kapitel, das der Geraden gewidmet 
ist, au sl'tShrl icher auf die vorliegende Abhandlung eingehen. 



Damit sohl n die Zitdte ubei die Ebene ihi Ende hndt.n 
Es hat sich gezeigt, dafa im wesentlichen die Definition dei 
Ebene sich auf den Begiifi der Geraden stutzt/) wählend 
er nach nnserei Anajfht nui aus dem Begrift dei Richtung 



') Vergl PuDcke Giundlagen der Eaumwie^enBchaft \ 
H. Z. IX, p. 23 — 28 — Daaich definieit FuecIip die Ebene „als diejenige 
Fläche, welt.he eine (ieiade bei dei Diehung um einen iliier Punkte 
bescbreibt, wenn sie bei Ivteinatei Drehung in eine andeie Lage gc 
langen soll" Kiihng empfieWt die Buch sehr 

') Man vei gleich e J Kobei, tJber diP Definitionen der geometuschen 
Giundbeguffe H Z I p 2^2 

„Dec Begriff Ebene hat urspiTinglich mit geitden Linien nichts an 
thun Wenn nun m der Detmtion vorausgesetzt wud, daia eich in 

jedem Punkte nach jeder Eithtung gerade Linien ziehen laB'en, 'o ist 
ilitB iwar iicktig, dftit abei nicht der Erklärung *on tbeneu vorausge 
schickt weiden, sondern müfste ale Giundsatz auf dieselbe folgen" 

,Genau genommen erscheint übrigen s lie Definition unbestimmt 
dA Bich ubei deu lingelmantel ganz daaselbi sagen heffiCj wenn man 
nui, ■was duichaus nicht widersinnig waie, die keineswegs deutlichen 
Worte ,a\if einerlei Alt" {in Euklids Definition) in entspiechendei Weise 
auffassen i\cllte " 
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hervorgeht oder nur aus demjenigen dea Äbstandesj den beiden 
Grundbegriffen a priori, die ich als unmittelbare Begriffe 
a priori bezeichnen möchte, während Ebene und Gerade als 
mittelbare Begriffe a priori aufzufassen sind.') 



V. Kapitel. 
Die Gerade. 

Ebenso wie die Ebene ist auch die Gerade eine a priori 
im menschlichen Geiste vorhandene Vorstellung, ein Grund- 
begriff a priori. Ja, wenn zwischen diesen Grundbegriffen 
eine Unterscheidung gemacht werden könnte, so würde der 
Geraden eine höhere Apriorität zugesprochen werden müssen, 
da der Begriff der Ebene in der That sich auch aus dem- 
jenigen der Geraden ableiten läfst. Eine Definition der Ge- 
raden erseheint — nach dem Urteil Vieler — für den Unter- 
richt unnötig, ja unmöglich, es genüge an die bekannte Vor- 
stellung anzuknüpfen, dieselbe durch passende Übungen zu 
vollem Bewufstsein zu bringen. Nach meinen Auseinander- 
setzungen in Kapitel HI. würde ich — analog der Definition 
der Ebene — für die Definition der Geraden folgende Fassung 
vorschlagen: Die Gerade ist diejenige Linie, die in ihrer 
Gesamtheit nur eine Dimension hat (nur nach einer Di- 
mension ausgedehnt ist), — Dabei bleibt das schwere Be- 
denken, das auch schon bei der Definition der Ebene berührt 
■wurde, dafs sich die Definition auf einen neuen Begriff, den- 
jenigen der Dimension stützt, der für sich wiederum eine Er- 
klärung fordert. 

Die gröfste Anzahl der üblichen Definitionen knüpft an 
den Begriff der Richtung an — und es ist offenbar, dals hierzu 
eine gewisse Berechtigung vorhanden — : die übrigen Eigen- 
schaften der Geraden, besonders die, die kürzeste zu sein, 
werden dann als Axiome, meist unvermittelt, hinzugefügt.^) 

') Man vergleiche das folgende Kapitel. 

=) Ciala in H. Z. II. p, 43 will die Definitionen der räumliclien Ge- 
bilde auf die Ursaclieo der Bewegung, die Kräfte zurückgeführt wissen. 
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Die Schwierigkeit, die bei der Definition der Geraden auftritt, 
liegt eben in dieser doppelten Wesenheit: die übrigens auch 
bei anderen räumlichen Gebilden au beachten ist und deren 
Nichtberücksichtigung unvollkommene Erlilärnugeu veranlafst 
hat. Bei der Betrachtung der räumliehen Gebilde als selb- 
ständiger Formen müssen wir den umgekehrten Weg ein- 
schlagen, als bei ihrer Ableitung aus der Greuzbetrachtung. 
Sollen die Definitionen besonderer Arten von Flächen oder 
Linien gegeben werden, so ist es passend — insofern wir die 
besondere Art nicht als einen Grundbegriff a priori anzuer- 
kennen vermögen — vom Punkt auszugehen und von diesem 
her zu einer Definition zu gelangen. Selbstverständlieh ist, 
dafs dabei gewisse Grundbegriffe a priori vorbanden sein müssen, 
auf die die Deiinition zurückgreift und sich stützt. Als di e 
Grundbegriffe, auf die sich die Definition der räumlichen Ge- 
bilde zu stützen bat, bezeichne _ich zwei: 1) de n Begriff_ der 
Bichtung; 2) den Beg riff des Abstand es. Beide sind un- 
mittelbare Grundbegriffe a priori und völlig gleichberechtigt. 
Setzen wir in Gedanken zwei Punkte, so ist damit sofort auch 
Richtung und Abstand gesetzt. Dabei wird man von folgender 
Betrachtung auszugehen haben: Wird ein Punkt gesetzt, so 
giebt es von ihm aus nach unendlich vielen Richtungen und 
ebenso in unendlich vielen Abständen Punkte. Setzt man dann 
noch einen zweiten Punkt, so ist damit sofort eine ganz be- 
stimmte Richtung, nämlich von dem gegebenen Punkte aus 
nach dem zweiten hin, aber auch diejenige vom zweiten nach 
dem ersten Punkte gegeben: ebenso der Abstand des zweiten 
Punktes vom ersten, aber auch der Abstand des ersten vom 
zweiten. Durch einen zweiten Punkt wird also sofort eine 
bestimmte lÜLhtunj, fest^ele^t und ebenso ein bestimmtei Ab 
stand, Wn weiden weiter unten sehen diis dib Um^okLliite 

Es heifst W r defiiiieien nun Öewtgt eich ein l unkt untei ilem Em 
fliiss einer Momeiitankiaft nad kemei anderen Kiaft anfierdem ?o aairf 
man von ihm ei bewege sioti in einer ger-i len Linie unl liilt 
überall dieselbe Richtung — Rn-ktung und geiade aind also 
nngezwungeu nui zu LiklUien mit Zuhilfenahme des Kiaftbi.giiff' ohne 
ihn behalten jene wichtigen öiuodbegnAe immei etwis Dnnkl^s — 
Die Entwicklung dei Haupteigenschaften sei lei dicsei Dehnitton leii-ht 
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nicht iler Fall ist, sondern dafSj wenn ein Punkt gegeben ist, 
nach einer bestimmten Richtung unendlich viele Punkte mög- 
lich sind und ebenso in einem bestimmten Abstand unendlich 
viele Punkte. Zu der Bestimmung eines bestimmten Punktes 
sind sowohl eine bestimmte Richtung als auch ein bestimmter 
Abstand nötig. Wir haben es also sofort mit einer zwei- 
fachen Wesenheit in doppelter Beziehung zu thun. Erstens 
treten die Begriffe Richtung und Abstand gleichzeitig in Evidenz, 
zweitens ist aber auch jeder von diesen wiederum in doppelter 
Hinsicht zu betrachten. Dafs die beiden Abstände einander 
gleich und dals wir infolge dessen schlechtweg vom Abstände 
sprechen, thut der angestellten Betrachtung keinen Eintrag; 
Übrigens wird das Axiom der Umkehrbarkeit, das sofort in 
dieser Grundbetrachtung zu Tage tritt, als solches von vielen 
Seiten bestritten.') Hier möge zur Erläuterung der vorgetragenen 
Meinung noch ein Beispiel seine Stelle finden, das erst später 
ausführlich behandelt werden soll. Betrachten wir den Winkel, 
so tritt auch bei diesem Begriff diese doppelte Wesenheit der 
Richtung und des Abstandes hervor. Die beiden Richtungen 
gehen hier von einem gemeinsamen Punkt aus, dagegen ist 
der Drehungsvveg — es sei gestattet, diesen kurzen Ausdruck 
anzuwenden — ein doppelter je nach dem Sinn der Drehung 
und im allgemeinen auch ein der Gröfse nach doppelter. Doch 
kehren wir zu der Betrachtung der Geraden zurück. Fafst 
man die Gesamtheit aller Punkte, die von einem Punkte aus 
nach derselben Richtung hin liegen, zusammen, so hat man 
als den Träger dieser Punktreihe den Strahl fafst man die 
Punkte z sammen die vom gegebenen P n! te a s lensell 

) Den cht eukl 1 s he omet e n ml h d n Kr t ? he 
Le töDge a li de konse rat v te Ceomete e B fall n ht ve 
a-^en sollte lat dadu ch e q neues tele tsame? Fe n ent n d e E 
ter g o b a ht I f s e 1 e Eig nschaffi de Umkehrbt ke t für Ehene 
nd ger le Lin e betont Ma mag diese be den C uodgeb lle w e nn er 
aus den Eaumbeg ff selb t ode w e es 1 e verbease te MetI o le de 
Ne eren w 11 aus K ^el nd K e s he le ten stet? e hei n si h de 
alle gröfaten & hw eiigke ten be den Ve aucl zu bewe en d Is e 
mit n„e Techselten En If nnkten neben d e eiste gel gte "^t ecl e 1 ch 
a s n t jene ident ach also umkeh la sp C ünthe D r II 
bautsche Beweis, p. 5. 
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Abstand haben, so ergiebt sich als Träger dieser Punktreilie 
der Kreis. Wir haben somit im Strahl und Kreis die beiden 
aus den Grundbegriffen Richtung und Abstand sich unmittel- 
bar ergebenden Grundgebilde der elementaren Planimetrie.^) 
Betrachtet man den Strahl nun auch auf die Eigenschaft hin, 
dafs er auch die Richtung vom zweiten Punkte aas nach dem 
ersten hin enthält und dafs wir vom zweiten Punkte aus wieder 
nach dieser Richtung hin alle Punkte uns denken können, auch 
über den ersten hinaus, so ergiebt sieh als das Zusammen- 
fassende dieser beiden Strahlen oder entgegengesetzten Rieh- 
tungen die Gerade als unmittelbarer Grundbegriff a priori, 
wie ich sie bezeichnen möchte, da sie zu ihrer Erklärung nur 
Begriffe a priori erfordert, doch aber erst sekundär aus der 
Betrachtung des Strahles resultiert. Ebenso kommt auch der 
zweite Grundbegriff a priori in der Geraden zum Ausdruck, 
da auf ihr der Abstand der Punkte gemessen wird. Indem 
wir also so die Gerade in qualitativer und quantitativer Hin- 
sieht betrachten und qualitativ auf den Begriff der Richtung, 
quantitativ auf den Begriff des Abstandes stützen, erscheint 
sie uns zwar gegenüber den primären Gebilden Strahl und 
Kreis als ein sekundärer Begriff, immerhin aber doch so eng 
damit verbunden, dafs wir sie als einen mittelbarpn Grund 
begriff a priori bezeichnen dürfen 

Für die Auffassung des Strahles als des piim.iren Ge 

') Eaasenliergei a a EinleituDg 

„Suchen wii uns darüber klar zu ■werden, wekhe SohwieUnkuli" i 
sich einer einheiththen Entwicklung der Element^igcometiii' entgUe'en 
stellen. ZunächBt wild em weitgehender Dual smus hei\orgeiufen duich 
die Benutzung zweier Fun dameotallmien dertter-tden nnl dosiiieiBca 
Die neuere eynthetisohe tieometrie zeigt dafs durch geeignete Zuoid 
nung von Punkte und G-'iadens^Btemen bimtliche Kegelschnitte eizeugt 
werden könnea; nutei diPsen ist der Kieie ein gans spezielleB Uo 
bilde. Trotzdem lanait man ihm den VoiEUg \oi dea übugen h.egel 
scknitten ein, in die Elementaigeometiie aufgenommea und hiei g 
wisBermafsen als gleichweitig mit dei Geraden behandelt zu weiden 
— Rausenberger begründet dann auefuhihch, w iium auch er fui Bu 
bebaltung des Kieises m dei Elementaigeometiie i^t Meiner Meinung 
nach zeigt sich der biei beiuhrte Dualismus mcht Uof« bei der Gtiadcn 
und dem Kreise, sondern auch bei dei Geladen allein, da sie r[nali 
tativ und «luantitativ zu eitlaren ist 
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bildes sclieiüt mir übrigens auch der Umstand zu sprechen, 
der von vielen Autoren bei der Definition der Geraden be- 
nutzt wird: dafs nämlicb der im homogenen Medium ver- 
laufende Lichtstrahl als Beispiel für die Gerade angeführt wird. 

Dafs sich bei der Zugrundelegung der Begriffe Richtung 
und Abstand übrigens ungezwungen Gerade (reap. Strahl) und 
Kreis, die beiden Linienarten der elementaren Planimetrie, in 
analoger Auffassung ergeben und folglich der Kreis nicht als 
ein zweites dem ersten Gebilde unvermittelt gegenüberstehendes 
Gebilde eingeführt werden mufs, läfst mich diese Betrachtungs- 
weise für eine besonders berechtigte halten.'} 

Wie in der Geraden eine doppelte Richtung gegeben ist, 
so auch im Kreise; bei der ersteren handelt es sich dabei um 
fortschreitende Bewegung, bei dem Kreise um drehende Be- 
wegung, so dafs auch in dieser Beziehung eine Analogie zwischen 
den beiden Grundgebilden besteht. 

Setzen wir zwei Punkte, so ist dadurch sofort auch die 
Richtung vom einen zum andern und ihr Abstand vorhanden, 
nicht aber die Gerade: diese müssen wir uns erst durch die 
beiden Punkte gelegt denken;^) also auch ohne dafs die Ge- 



') Veigl die ^ orhei gehende Anuieilinng 

^ Veigl Hoftmaiin, Die Piii.zipien dp. 1 BulIips len Eukhds 
Elementen, m H Z HI p IIJ 

Nachdem sich Hoffmann tebi 8i,harf uljei Euklids Dehiiihon ge 
lufseit, sagt er , Der Begiiff der geraden Linie wird dmch eine De 
flnition im gewohnhchen Sinnp des Woitea nicht Llar, da dieae nur eine 
Zabamnienfae^nng von Merkmalen eitoidert Vielmehr verlangt die De- 
finition dei Qeriden erneu Akt psuhis'her Bewegnng, nj,mhüi die Be 
wegung eines Punktes oder Atombildes zwischen zwei idealen Baum 
punkten in iinisecer Vorstellung Da diese Bewegung ibei mit nnmeh 
harei (Jesohwindiakeit geschieht, ao wiri. dei Geist diesei Th&tigteit 
Sich nicht mehi bewafit' — Diese Ansicht tpilt auch J Kohei in H Z 
III p 5-iü „Geiade und Riohtang sind innig veiwandte Begriffe, wie 
la schon in dei Spitiohe angedeutet ist „Eichtnng" kommt hei von 
„recht', sowie directio mit lectus 7nsammenha,ngt Darm ist iie 
geipiochen, dafs mib notwendig bei dem Bpgnfie „geiade" ebenso wie 
bei „Eiehtang ' an eine Bewegung denkt, difa es eine gewaltsame 
Abstidktion ist, wenn man bei dem Begiitfe der geraden Linie die „Be 
wegung oder andeie Thitigkeit' auaachliefat, diese Abstraktion ist awat 
begiüödet, rechtfertigt aber kein neuea Woit 
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rade gedacht wird, die darcli die beiden Punkte beatimmt ist, 
und ganz unabhängig von ihrer Existenz sind Richtung und 
Abstand a priori mit den beiden Punkten gegeben. Dies 
scheint mir ganz besonders den sekundären Charakter der Ge- 
raden gegenüber den primären B egriffen Richtu n g und A bstan d 
zu bestiffinien. Umgekehrt können wir uns die Gerade aber 
nicht "etwa denken, ohne dafs Richtung und Abstand als vor- 
handen angesehen werden. 

Dafa die Gerade durch zwei Punkte vollkommen bestimmt 
ist, oder dafs alle Geraden durch zwei Punkte gedacht zu- 
sammenfallen, geht unmittelbar daraus hervor, dafs die Rich- 
tung und der Abstand durch zwei Punkte — Ausgangspunkt 
und Zielpunkt — bestimmt sind. Setzen vrir an Stelle des Ziel- 
punktes die Richtung nach ihm voä einem Funkt aus, so er- 
giebt sich, dafs auch durch einen Punkt und eine Richtung 
eine Gerade qualitativ bestimmt ist, während durch die Rich- 
tung allein dies nicht der Fall ist, denn es giebt unendlich 
viele Gerade, die gleiche Richtung^) haben, aber von verschie- 
denen Punkten ausgehen, wie es unendlich viele Geraden giebt, 
die zwar von einem Punkt ausgehen, aber nach Yerschiedenen 
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haben werdea^) und auch dort erst üiii in seiner vollen Ver- 
wendbarkeit bei der BetrachtuQg melirerer Geraden in ihrer 
gegenseitigen Lage kennen lernen werden, ebenso wie dort auch 
der Begriff Abstand noch eine weitere Anwendung finden wird. 
Die Ausdrücke „in der Richtung von einem Orte herkommen, 
in der Richtung auf einen Ort zugeben" sind für niemand 
unklar und es ist nur ein volkstümlicher Pleonasmus, wenn 
gesagt wird ,jin gerader Richtung auf etwas zugehen", denn 
in diesem Falle, da ein Ausgangspunkt da ist, iat die Gerade 
durch die Richtung völlig bestimmt, Gerade und Richtung 
identisch. 

Es ist hier wohl auch der Ort, auf einige Betrachtungen 
einzugehen, die sich an den Begriff der Richtung anknüpfen, 
und die auf eine mifsbräuchliche Anwendung des Begriffes 
Richtung, die sich unbegreiflicherweise auch in mathematischen 
Lehrbüchern findet, sieh beziehen.^) Dabei sollen die oben 
schon gebrauchten Beispiele aus dem gewöhnlichen Sprach- 
gebrauch beibehalten werden. Der Leser wird sie leicht in 
die mathematische Sprache übersetzen können, und sie werden 
dadurch nichts an ihrer Verwendbarkeit einbüfsen, 

Gehen zwei Personen von verschiedenen Orten auf eiu- 
unddenselben Ort zu, so haben sie dasselbe Ziel, aber im all- 
gemeinen nicht dieselbe Richtung; es ist wichtig dieses Fehlers 
zu gedenken, denn er ist — wie ich schon erwähnt — in der 
That gemacht worden.^) Nur wenn der von dem Ziel weiter 

') Dort werde ich auch auf die ausführlichen AuseinandeirBetzungeri, 
die Hoff mann ia Beioem Artikel „Studien über geometrische Grund- 
hegriäe" dem Begri£f der KicMuEg widmet, geaauer zurückkommen. 
Hier sei nur auf diesen Artikel ausdrückliah hingewiesen. H. Z. IlL 
443/452. 523/34. 

*) Vergleiche die folgende Anmerkung. 

^) Man veigkiche Bolze, Ubei Paiallcllinien jn H. Z. U. p. 335: 
,,Dera deutschen Spiai-ligeliiducLe lat folgender Satz vollkommen ange- 
messen „Mein Fieund wild von Stettin, ich wi-rde von Cottbus nach 
Berlin reisen, wir haben ja dieselbe Eiehtung" Mit Recht macht 
J Koher m H Z IK p 535 auf die Inkorrektheit dieses Satzes auf- 
meiksam und weist sie nachdiucLlich üurück — Auch Hoffmann hat 
■iich m H Z XVI p 3oi) „übet die fdst ungUulliche Verwechselung von 
Li&htung und Ziel' und ebtnso mÜ Z X\l p io2 sehr scharf aus- 
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entfernte auf seinem Wege, indem er in der Kiuhtung auf das 
Ziel geht oder gerades Weges auf das Ziel zugeht, durch den 
Ausgangspunkt des andern kommt, liaben beide Personen die- 
selbe Richtung oder gleiche Richtung. 

Auch auf diese letztere Identität ausdrücklich hinzuweisen, 
erseheint mir nicht unwesentlich. Denn fast durchweg wird 
z. B, von parallelen Geraden gesagt, dafs sie gleiche Richtung 
haben ■ — d. h. aber nach dem allgemeinen Sprachgebrauch iden- 
tische Richtung.^) Dieser Ausdruck ist also nicht nur ungenau, 
sondern aus dem angeführten Grunde geradezu falsch. Auch 
in diesem Falle scheint die Verwechselung mit dem gleichen 
Ziel (dem unendlich fernen Punkt) Veranlassung gegeben zu 
haben, diesen sprachlichen Fehler zu begehen. Nach meiner 
Ansicht müfste man sieh hier des genaueren Ausdrucks „ähn- 
l iche R ichtungen" bedienen, während es sich, wenn yon Ge- 
raden gleicher (d, h, identischer) Richtung die Rede ist, durch- 
aus um zusammenfallende Gerade handelt. 

Auch die Ausdrücke „eine Gerade ändert ihre Richtung", 
„einer Geraden eine andere Richtung geben", „sie in eine 
andere Richtung bringen" sind falsch und daher entschieden 
zu verworfen, da sie zudem geeignet sind, die Vorstellungen 
über Gerade uad Richtung zu verwirren. Es wird sich viel- 
mehr empfehlen, einen Ausdruck zu gebrauchen, wie „eine 
zweite Gerade von demselben Punkte aus aber in anderer 
Richtung annehmen." Dadurch wird zugleich auch der fe hler- 
h afte Geda n ke verni i_eden,_ als wen n die räumhehen Gebilde 
über haupt bew gaj werden ko nnten. 

Es mögen hier noch einige Betrachtungen ihre Stelle 
finden, die auf die Analogie von Gerade und Kreis hinweisen. 

Nimmt man einen Punkt an, so giebt es unendlich viele 
Strahlen, die von ihm ausgehen, entsprechend den unendlich 
vielen Richtungen; ebenso giebt es unendlich viele Kreise, die 
den Punkt zum Mittelpunkt haben, entsprechend den unendlich 

gesprociien. (Auf XIS. p. 353 wird verwieBen.) Vergl. auch H. Z. X. 
p. 416. 

') Auch auf diese Frage werde ich gelegentlich der Besprechung 
dos Parallelenaxioms zurüctioramen. Man vergleiche Hoffmann, Stu- 
dien über geometrische Grundbegriffe a. a. 0. und H. Z. IT. p. 111. 
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vielen möglichen Abständen. Kommt ein /weiter Puji];t liliiau, 
so ist ein bestimmter Strahl dadurch charakterisiert, wenn wir 
auf die Richtung achten, ein bestimmter Kreis, wenn der Ab- 
stand das Merkmal ist. Fassen wir dagegen in anderer Weise 
die zwei gegebenen Punkte als Bestimmungsstücke auf, so 
ergiebt sich: der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei 
gegebenen Punkten gleiche Abstände haben, ist eine Gerade. Im 
ersteren Falle liegen die bestimmenden Punkte auf dem Strahl, 
im zweiten aber nicht auf der Geraden. Während es bei einem 
festen Punkte unendlich viele zugehörige Kreise giebt, ist durch 
zwei Punkte eine einzige Gerade bestimmt; solcher Punkt- 
paare, durch die ein und dieselbe Gerade bestimmt wird, giebt 
es aber unendlich viele. Ahnliche Betrachtungen lassen sich 
noch in reichem Mafse anstellen, sie werden im Unterricht 
mit Vorteil verwendet werden können, um von vornherein die 
beiden E lernen targebilde Strahl und Kreis in nahe Beziehung 
KU setzen. Es wird später nocb einmal darauf zurückgekommen 
werden. 

Es folgen nun die Zitate: 

August (Berlin 18Ö2): „Wenn der in Bewegung gedachte 
Punkt seine Richtung nie ändert, so entsteht einu gerade 
Linie."') 

Diese Definition ist zwar genetisch, aber sie definiert nicht 
den Begriff der Geraden, sondern den Strahl, aufserdem ist 
sie unvollständig; mit demselben Eechte liefse sich die Defi- 
nition aufstellen; „Bewegt sich ein Punkt auf seinem Abstand 
von einem zweiten Punkte (auf der kürzesten Linie), so be- 
schreibt er eine Gerade." Es ist merkwürdig, dafs gerade der 
eine Grundbegriff der Eichtung immer zu der Definition der 
Geraden benutzt ist, während doch mit demselben Rechte der 
Begriif des Abstandes zu Grunde gelegt werden könnte. 

Seiner Definition fügt August dann vier Grundsätze hinzu; 

1) Zwischen zwei Punkten im Räume ist nur eine gerade 
Linie denkbar. 

') J. Kobcf, Über die Definitionen in H. Z. I. p. 232: „Was lieiM 
Richtung? Liegt Dicht in dem Worte „Richtung" (vergl. rectua) der 
Begriff „gerade"? Es ist also wiederum nur durch ein anderes Wort 
die Tautologie verhüllt." 
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2) Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen zwei 
Punkten. Die Länge einer geraden Linie zwischen zwei Punkten 
bestimmt daher die Entfernung dieser Punkte/) 

3) Eine gerade Linie, die zwei Punkte mit einer Ebene 
gemein hat, liegt ganz in derselben. 

4) Zwei verschiedene gerade Linien können sich nur in 
einem Punkte durchschneiden. (Vergh Grundsatz I) 



Baltzer, Elemente. — Leipzig 1874. 

„Die einfachste unter den Linien ist die Gerade, welche 
eine von einem Punkt ausgehende Richtung (und die ent- 
gegengesetzte}^) angiebt imd nach dieser Richtung unbegrenzt 
sich weiter erstreckt." 

„Wenn zwei Gerade zwei Punkte gemein haben, 
so decken sie sich (Axiom von der Geraden);') eine Gerade 
ist also durch zwei Punkte bestimmt." 

„Der Begriff der Geraden ist vermöge seiner Einfachheit 
nicht definierbar, Richtung ohne die Gerade unverständlich.'') 
Die alte Definition (Eukl, I.) 'eine gerade Linie ist diejenige 
Linie, welche zwischen ihren Punkten gleichmäfsig (i| tßov) 
liegt' ist an sich dunkel und gewinnt erst Klarheit durch das 
Axiom 'zwei Gerade schliefsen keinen Raum ein', nach welchem 
behauptet wird, dafs zwei Gerade sich decken, wenn sie zwei 
Punkte gemein haben und difs eine Gerade ihre La^e nicht 
ändern kann, wenn iie in zwei Punkten festgehalten ist ) 

') Mit Eeclit lat von einer Seite gegen diese Fassung des Grundsatzes 
geltend gemacht woiden ääh durch den Au^diuck die k iizeste ' emc 
Vergleichung mit illen möglichen Linien die durch awei luakte gehen 
können angedeutet weide dals ilao ziu Detaitiou dei deiiden man 
aller anderen Linien beinrfe 

) Das !ht eten etwis was eist eekundii hinzukommt von loin 
hertin handelt ea «ich hier am ins eine i chtiing md wir m ssen dihei 
vom Strahl ausgehen 

') S meine obigen Ausfuhrungen 

') Daa_i?t^3ichtrichtin Die Ei:,htnng s ati eit iiiahhiii^ig voj i 
der Geraden EineEiclilving ohne G erade wohl dec kbar bei dei Ge- 
iaden denkt man jrf, auch iwei (entgegenges etatej^BiLhtungen. 

^) Auch eine drehende Bewegung ist nicht mehr möglich bei zwei 
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Der alte Satz; 'Eine Gerade ist die kürzeste Liniü zwischen 
zwei Punkten' ist auch als Definition vorangestellt worden," 



Barthol oniäi, Zehn phil. Vorlesungen. — Jena 1860. 

„Und wenn die Intelligenz ihre Zahlenreihe durchmustert, 
so findet sie in derselben ein Vorwärtsschreiten; sie geht 
von der 1 zur 2, von der 2 zur 3 u. a. w. unaufhaltsam vor- 
wärts. Dabei ist die (b -j" 1)''^ Zahl durch die nie von der 
(n — l)ten getrennt, n ist zwischen {n — 1} und {n -\- 1); 
(jt — 1) ist aufser (k -j- 1), und von (« — 1) führt das Vor- 
stellen nach (jj-f- 1) nur über n. Das sind aber nichts weiter 
als Raumvorst eilungen, das Änfseroinander und die 
gerade Linie. ^) Also das blofse Zählen würde notwendig 
die räumlichen Vorstellungen der Distanz und der Rich- 
tung erzeugen." 

Beck (Legcndre). ~ Bern 1842. 

Erkl.: „Eine gerade Linie ist der kürzeste Weg von einem 
Punkte zu einem andern."^) 

Grundsatz: „Von einem Punkte zu einem andern kann 
nur eine gerade Linie gezogen werden." 



Becker, J. K., Elemente a. n Gi indUge ) — Beil n 
1877. 

festen Pankten wa ^egsa ic J r ufter vo Lo üb den til'clicaMtining 
h or ausd uckl h he yü gehob n e den n g 

) Bartholomä dentifiz c t also vollst nd g oline weitere Aus 
anloraetzuQ^ ohne jeden Skr p 1 terale und K hting lann dei 
Beg ff de D ataus wi d oli e jede ^ e tnupfni g n die ErLläruDg hm 
e ngezogen 

) Her haben al o m de That d e oJ n (s August) ange- 

deutete Deflnton d Groraden us d m Be^r ff des Abstandes, aller- 
d gs n de e tit Fas cg de k zelten Luc Vergl. die An- 
u rk ng z Baltzer a\ Lo„en Ire 

) Man vergle che J K B cke Zu dem Kap tel Yon den Inkorrekt- 
i te ßH Z II p 94 D Gerade t w e je le andere Liaie, durch- 
ua 11 bta il d e G en e e r Fläche b e kon ibe auch selbständig 
getal t werden Jed m Kaumgeblde komme a fser Gestalt und Gröfsa 
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Ea wird unterschieden zwisühen der durch Anschauung 
gelehrten Form, d, h. Qualität der Ausdehnung mid der 
Gröfse oder Quantität der Ausdehnung. Dann wird gezeigt, 
dafs es notwendig zwischen zwei getrennten Punkten eine 
kürzeste Linie giebt. Nachdem noch eine Reihe Ton Axiomen 
und Lehrsätzen aufgestellt ist, folgt der Lehrsatz: 

„Der Ort aller Punkte, deren Lage durch ihre Distaii/, 
von zwei festen Punkten bestimmt ist, ist eine Linie, die alle 
ihre Punkte auf kürzestem Wege verbindet." 

„Diese Linie lieirat gerade Linie oder Gerade." 

„Ein durch zwei Punkt« begrenzter Teil einer Geraden 
heifat eine geradlinige Strecke, und diese ist das Mafa 
für die Distanz ihrer Endpunkte." — Es folgt: 

Lehrsatz: „Zwei beliebige Punkte des Raumes können nur 
durch eine einzige Linie von kürzester Länge verbunden werden 
und diese ist die iie verbindende geradlinige Strecke." 

Hieran ichhefsen sich noch folgende Sätze: 

„1) Zwei gerade Linien fallen ganz zusammen, wenn sie 
zwei Punkte gemein haben. 

2) Yeischiedene Gerade können hiJchsteus einen gemein- 
schaftlichen Punkt haben. 

3) Geradlinige Strecken sind kongruent, wenn die End- 
punkte der einen dieselbe Diatanz haben wie die der anderen. 

4) Drei Punkte Hegen immer und nur dann in gerader 
Linie, wenn die Diatanz zweier gleich ist der Summe oder 
Differenz ihrer Distanzen vom dritten. 

5) Die Distanz der Endpunkte einer geradlinigen Strecke 
ist proportional ihrer Länge. 

6) Ein Punkt, der sich auf einer geraden Linie immer 

inch das Meikmal dei stLllung au. „Dieses wesentliche Merkraiil der 
Geraden findet man nun in den meisten Lehrbücliern der Geometrie zum 
groisen Nachted dei Anschaulichkeit gar üichfc evwilhnt. Wo er in der 
Planimetrie anftiitt, ist er meietena durch das gänzlich unpassende Wort 
Eichtung ansgedtnckt. ' Zwischen diesen beiden Begriffen sei scharf 
zu unterscheiden, „Auf jeder Geraden von bestimmter Stellung kann 
ein. Punkt sich nach zwei entgegengesetzten Richtungen be- 
wegen, und diese ändern sich, sobald die Linie ihre Stellung ändert, 
sind aber darum keineswegs mit ihr idenijseh." 
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nach derselben Seite^) liin fortbewegt, entfernt sicli von seiuer 
Anfangslage über alle Grenzen, obne sich ihr jemals wieder 
KU nähern. 

7) Jeder Teil einer Geraden bann auf derselben oder auf 
einer anderen Geradon so fortgerückt werden, dafs er immer 
ganz in derselben liegt. 

8) Wird eine Gerade gezwungen, durch zwei feste Punkte 
zu gehen, so kann sie nur noch in sich selbst bewegt werden, 
d. h, so, dals zwar alle Punkte fortschreiteu, aber immer in 
dem von der Geraden ursprünglich eingenommenen Orte ver- 
bleiben. Werden zwei ihrer Punkte festgehalten, so kann sie 
ihre Lage nicht mehr ändern. 

9) Eine geradlinige Strecke kann auf doppelte Art so 
gelegt werden, dafs sie dieselben Punkte verbindet und in ihrer 
Gesamtheit dieselbe Stelle einnimmt." 



Becker, J. K., Lehrbuch der Elementar-Matliematik. II. 
1. — Berlin 1877. 

„Sieht man von einem Punkte aus nach einem andern 
Punkte, so sieht man ihn in einer bestimmten Richtung 
(nach rechts u. s. w.) und man sagt, der beobachtete Punkt 
liege von dem Punkte aus, von dem man ihn sieht, in dieser 
Richtung." 

„Sieht man dagegen von dera beobachteten Punkte aus 
nach dem Punkte zurück, von welchem man ihn beobachtet 
hatte, so sieht man nach der entgegengesetzten Richtung," 

„Alle Punkte, welche von einem bestimmten Punkte aus 
in einer bestimmten Richtung oder in der dieser entgegen- 
gesetzten liegen, befinden sich mit demselben auf einer nach 
beiden Seiten unbegrenzten Linie, welche gerade Linie oder 
Gerade heifst." 

„Durch zwei Punkte kann nur eine Gerade gehen, also 
auch nur eine Strecke begrenzt werden. Diese ist kürzer, wie 
jede andere Linie zwischen denselben Endpunkten." . (Axiom.) 



'} Ich würde den Ausdruck „nach dergclben RichtuHg hin" 
BOgen haben, obwohl hier ja ein Miraveratt,iicli 
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Behl, — vergl. August. 

Fabian^) knüpft die Betrachtung der Linien an die Betrach- 
tung von Drahtuiodellen,^) diskutiert genau die Beobachtungen, 
die man anstellen kann, wenn sich das Drahtstüek um zwei 
festgel It P Ivt d 1 1 d t S 11 r D' w ' t 
Merk ] d d (. t It D ht 1 t d 

sUmtl 3 P kt 1 h W h 1 It 1 

nach A t 1 E d] kt 1 1 1 b A f 

läge tf t E 1 h D 1 1 1 h 1 h 1 

gröfstm 1 1 E f hl t 1 C t It 1 t w 1 w 

einen g 1 1 dl ) 

')WdkTtl b IdWkmt 1 

BCbon fb Kptl ttwd tty l mh 

Werke dlbVf t-twl b tlgi 

Titel w d f h 

^O&kbg t 1 HZ\np27 

„Ellbbbb 1 t dfdHnVf 

Giond t t f w Ab t kt b t m h 

Stelle l-mtlb IB jld itwklgl Bgfl 

dei g d Lmi S h d d 1 d E twi kl ing 

8icb dbKlbtdElg h mhthdb m 

umgok btVib l \ gtl Ibglb Bdi 
im,bt, dfdM kmml wlbd\r dl 

suctes Af dl d Pkt(h &ltg)bwkt 

piiiud taldM gdIgStk mg B d k 

gegen d w b ftl b St g l M g th bg b 

Im ubn -w d 1 B b b g 1 Vt 

')VglJKb Üb dDfit dgmtBh Ö d 

begriff H Z I p asi 

„ü Dfiö d Vb gdEUdb B 

gelten Ib mg dlbBmt Ab b 

mehr D A tä g d tt bw 1 b 1 bt d f d & d 
überb [t w Pkt ftgblte d mf mbLg 

KU b b pt d b b d t d Ab t kt -mg 1 

gehört m b f df i-öp{lL)bfdb 

kann w mPktftghltwdWd V 

möge btttl tb IBgiffdgdL mBe 

Wk maibbptd fhBgftdgdJ 

durcb 1 k mpl rt l 1 D b g m 

Pimkt t kl w 11 

Kbpbtdmgm Aht hd 

meine Amk h gbtMwll hlwd Dbg 

crklä g k mt 1 Z t t t d bt kl 
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Es knüpfen sich daran noch eine Anzahl von Boobiich- 
tungen, die zu den Axiomen der geraden Linie führen. 



Feaux — Paderhorii 1882 — giebt die gewöhnlielie gene- 
tische Definition untl fügt hinzu: „Da nun das Beibehalten 
einer einmal angenommenen Richtung sich nur auf eine Art 
bewerkstelligen läfat, das Andern der Richtung dagegen auf 
unzählige verschiedene Weisen geschehen kann, so erhelit, clafs 
es nur eine Art von geraden ... Lirfien giebt." 

Gaufs. 

„Die Linie, in welcher alle Punkte liegen, die bei Drehung 
eines Körpers (eines Teiles des Raums) unter Festhaltung 
zweier Punkte derselben ihre Lage unverändert beibehalten, 
heifst eine Gerada (gerade Linie)."') 

„ . . . ; es giebt nur eine Gerade, welche zwei bestimmte 
Punkte enthält."^) 

Heger, Leitfaden. — Breslau 18S2. 

„Ein Körper, von welchem zwei Punkte A und B fest- 
gehalten werden, kann sich noch bewegen." 

„Die Punkte einer Linie des Körpers ändern bei dieser 
Bewegung ihre Lage nicht. Diese Linie ist durch die beiden 
festgehaltenen Punkte bestimmt. Man nennt diese Linie ge- 
rade Linie."^) 



') ßeiade dieei, Eiklaning dei Geraden hat m neuem Zeit sich, 
wie ea scheint, viele Freunde erworben Und doch möchte ich Viehaupteü, 
dafa guiide bei die^jei lirklatun^ dei BtgulT dei (ji-iadtn voriuBge 
aetzt i&t, wenn auch unbewufct, auch die Bigenaehitt An Geraden 
diiri,li znei Punkte beBtimmt zu sein hegt bei diesei Definition schon ^u 
(jrnnde ta iit em uiieulus 

") Axsüx das )st genau genommen uii-ht iicliti„r, es giebt unendhüh 
viele Getadp, welche zwei bestimmte Punkte enthalten, abei aie faüpu 
vollständig zusammen, iind identisch Dahei die Möglichkeit iiherhd,upt 
des Aufeinandeilegeni von Iignren 

') Wie ich schon an andrer Stelle hemeikt ha,be, liegt nai,h mtinei 
Ansicht bei dies« FrkUiung der Begritf der Getadtn iU &iunde Min 
könote dabei uingekehrt die Getaäe dazu lenutzen, um 7U zeigen, weli^he 
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Hieran scliliefsen sich noch einige Betrachtungen iiber 
die Eigenschaften der Geraden und die Kombination von zwei 
Geraden. 

Ileinze, Elem.-geom. — Berlin 1877. 

„Sind zwei Punkte gegeben, so ist die Zusammenfassung 
aller Punkte, die von dem einen aus vor dem andern liegen, 
die geometrische g erade L inie."') 

Es folgen noch eine ganze Iteihe von Bemerkungen, die 
recht wohl geeignet sind, den Begriff der Geradon und ihre 
Eigenschaften zu verdeutlichen resp. dieselben üus der An- 
[ zu entwickeln. 



Henrici und Treutlein. — Leipzig 1881, 

„Die einfachste unter allen Linien ist die gerade Linie 
oder Gerade."*) 

„Axiom der Geraden: Durch zwei Punkte geht immer eme, 
aber nur eine einzige Gerade, oder: Wenn zwei Gerade zwei 
Punkte miteinander gemeinsam haben, so fallen sie in eine 
einzige zusammen d. h. sie decken einander in allen ihren 
Punkten."^) 

„Wählt man auf einer Geraden einen Punkt A als Aus- 
gang, einen andern B als Ziel der Bewegung, so wird durch 
diese fortschreitende Bewegung eine Richtung bestimmt, und 
nur im Gedenken an diese Bewegung eines Punktes spricht 
man auch von der Richtung einer Geraden." 

Hoch, a. a. 0. 

„Ein Punkt hat bei dem Beginn seiner Bewegung die 

Punkte bei der Drehung ihre Lage nicht andern. Übrigens ist gerade 
bei dieser Definition die Gefahr sehr grofs, an Stelle der Geraden sich 
einen eehr dünnen langen Körper zu denken. 

') Diese Definition ist identisch mit deqenigen, die aiissagt, dafs 
man die Gerade in eine solche Lage bringen kann, dafe sie als Punkt 
erscheint. Beide gehen, wenn auch, unaiisgesp rochen, auf den Lichtstrahl 
als das gemeinsame zurück. 

^) Man vei'gleiche die an früherer. Stelle (Kapitel IV) über den Be- 
griff der Einfachheit aufgestellten Betrachtungen. 

^) Die zweite Passung vecdient als die präaisere den Vorssug. 
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Aaswahl unter einer einend liehen Menge von Bewegungen. 
Das die unendlich Tielea Bewegungen Unterscheidende heifst 
Richtung.^) Die entgegengesetzte Richtung ist jene, welche 
angiebt, wie man von dem bei der Bewegung erreichten Punkt 
wieder zurückkommen konnte zum Ausgangspunkte." 

„Von der entgegengesetzten Richtung wohl zn 
unterscheiden ist die Bedeutung der verschiedenen 
Richtung." 

„Alle Punkte, welche in einer bestimmten Richtung oder 
in der entgegengesetzten liegen, liegen in einer geraden 
Linie oder Geraden. Eine Gerade ist demnach jene Linie, 
welche, in zwei Punkten festgehalten, ihre Lage nicht ändern 
kann. (Staudt, Geometrie der Lage.)" 

Hoffmann, Vorschule. — Halle 1874. 

„Sie (die Gerade) hat drei wesentliche Eigenschaften : 
Länge, Lage, Richtung." 

Alle drei Eigenschaften werden ausführlich besprochen 
und durch eine grofse Reihe gut gewählter Beispiele veran- 
schaulicht. Der die Richtung behandelnde Paragraph wird 
eingeleitet durch den Satz: 

„Während jeder Geraden nur eine Länge und nur eine 
Lage zukommt, hat sie dagegen zwei Richtungen."^) 

„Der bewegte Punkt strebt während der Bewegung einem 
Ziel zu, und hat dieses Ziel sozusagen stets im Auge. Dieses 
Streben und Festhalten (Fixieren) des Ziels, dieses unverwandte 
Hinsehen aufs Ziel heifst Richtung."^) 

„Die Gerade behält in sieh immer ihre Richtung. 



Junghans, Lehrbuch der elementaren Geometrie. — 
Berlin 1819. — giebt die Euklidsche und daneben auch die 
genetische Definition. Dann stellt er die beiden Grundsätze auf: 

') Dieser Aasdruck iat zam mindesten nicht sehr glückhch gewählt. 

-) Vergl, Hoch. Es wäre wohl auch hier nicht iinpasaend geweeen, 
diese beiden pLichtungeu als entgegengesetzte zu bezeichnen. Auch dtr 
Ansdcuck „die Gerade hat zwei RiehtUDgen" ist kein glucklicher, 

") Vergl. die obigen Ausführungen am Anfang dieses Kapitels. 
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„1) Zwischen zwei Puiikteu ist nur eine gerade Linie 
möglich." 

„2) Die gerade Linie ist der liürzeste Weg «wischea zwei 
Punkten." __.. . _ 

Kober, Leitfaden. — Leipzig 1874. 

,^er Begriff der geraden Linie und der Bichtung/) 
(sowie die nahe Yerwandte Ebene) gestatten wegen ihrer Ein- 
fachheit keine yölhg befriedigende Definition." 

„Ein bewegter Punkt beschreibt eine gerade Linie, wenn 
er tlio anfängliche Richtung beibehält." 



Köstler, Leitfaden der ebenen Geometrie L — Halle 
1889. — (vergl. auch dessen Vorschule) geht von dem Grund- 
satz aus (nachdem er die genetische Definition gegeben): „Die 
gerade Linie ist die kürzeste Verbindung zweier Punkte," 
ein Grmidsatz, der nach ihm von Archimedcs herrührt. 



Kummer eil, Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Tübingen 
1882. — giebt den Begriff der Geraden aus der Betrachtung 
der Drehung und fiigt dann hinzu; „Eine Gerade giebt eine 
und nur eine Richtung an."^) 

Kries, L. d. r. M. — Jena 1817. 

„Die Vorstellung der geraden Linie gründet sich uumiitel- 
bar auf die Vorstellung der Ausdehnung^) und kann daher 

') „Man denke bei dem Worte Richtung an die Himmekgegeaden; 
doch ist zu beachten, dafs der Begriff „Richtung" mit dem Begriff 
„gerade" zusammenfMlt." Wie oben gezeigt iat, handelt es sicli aber 
hier nicht um eine TÖllige Identität, ao dafs also in dieser Bemerkung 
zu viel gesagt ist: ein Zusammenfallen der beiden Begriffe ist in der 
That nicht richtig. 

^) Dies ist entschieden nicht richtig, denn in der Geraden sind zwei 
Richtungen, die urapi'iingliclie und die ihr entgegengesetzte, enthalten. 

') Dies ist mir nicht völlig klar: soll mit der Ausdehnung die Rich- 
tung gemeint sein oder enthält dieser Satz das Axiom unseres Welten- 
yaumes, das auaai^, dafs er ein ebener Raum ist. 
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nicht weiter erklärt werden. Alle Evklilruugen, die man von 
ihr giebt, schliefsen entweder schon den Begriff der geraden 
Linie in sich oder setzen ihn in der That voraus. Es ist daher 
auch nur eine einzige Art gerader Linien möglich." 

„Eine gerade Linie unterscheidet sich von den andern 
nur durch ihre Gröfse, ') Sie ist daher auch durch ihre Gröfse 
bestimmt. Andere Eigenschaften bietet sie, für sich allein 
und ohne weitere Bedingungen betrachtet, nicht zur Unter- 
suchung dar." 

Kruse, Elemente der Geometrie L — Berlin 1875. — 
fügt seiner Erklärung der Geraden, die sieh auf die Drehung 
stützt,^) hinzu; 

„Diese_j iggriffshes ti mmung rShrt na c h G. W. Krg gt_0n- 
stitut. geom. s ubl. Tub . 1T53. p, 2) von_j\_ C. Maier h er; nur 
d r~ä' d^'^E'lf^ktr 1 i t Punkt nnal m.^Ti^gl. 



jHhdlt hmd g Adkwe früherer 

ZtdmgdL dStk hht t beiden fiü- 

tgfdHfitilwild Ut hd 1 L hrbücbevn 

j t t mm bh db khtgt Id mgA toven mit 

gut m B I I g 

)Shl gt fblbBibg lesKruee- 

hWk HZVIlp fft D ade Linie 

wdlh tl L wlbbLg H dt, während 

b m w b P kt d ht mfacb d FC. Maier 

h hdDbt t( dbmw tlh b nAltettam 

b k t) w bt ht E klang b m mit der im 

ghd öggb li klär g d 1 h d B gnng, bei 

w 1 b P kt m St 11 ht läf t wäh d 1 Punkte des- 

Ib H m 1 m t h d '5t 11 k T d f 11 hätte in dem 

g g ^ ä h wäb t w d m 1 f b zwei oder 

m h P kt 1 b f t bl b k t W p t ky umgebt 

d D fin t dm hl kw g d j g L 1 he bei der 

Drehang emer Figur um zwei feste Punkte m Ruhe bleibt, also die 
Drehnngsase, eine gerade Linie nennt. Uns sebeint die Sache e con- 
trario recht klar zu werden, indem man zaeret die krumme Linie de- 
finiert, etwa SO! Wenn eine feste Linie um zwei feste Punkte gedreht 
wird und dabei alle übrigen Punkte ihre Stelle verändern, so beifst sie 
eine krumme Linie, ändern dagegen bei solcher Drehung die übrigen 
Punkte ihre Stelle nicht, so helfet sie eine Gerade." Mir scheint, es 
werde wenig dadurch gewonnen. 
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J. W. Caitierer: Euclidis elem. graeee et latine. Berolini 1824. 
I, p. 8. Auch K, F, Gaiifs bediente sich ihrer (II. B, Lübseii: 
Elementargeometrie, Hamburg 1855. S, 11). Vergl. Leibnizens 
math. Sehr. V. S. 185. 

Kunze, L, d. G. I. — Jena 51. — fügt der Euklidaclien 
Defioitioii drei Anmerkuiigen hinzu, von denen die ersten 
beiden hier angeführt werden sollen: 

Anm. 1.; „Die gerade Linie ist ihrer Art nach nur eine; 
der krummen, etc. Linien giebt es unzählig viele." 

Anm. 2.; „Euklides sagt: eine gerade Linie ist diejenige, 
welche (zwischen) den in ihr befindliehen Punkten gleich- 
toimig hegt Diese Erklärung, die ziemlich dunkel ist, haben 
einige so gedeutet, dafs bei einer geraden Linie, wenn man 
sie um zwei in ihr angenommene feste Punkte herumdreht, 
alle Punkte ihien Ort unverändert beibehalten.^) Man hat 
noch verschiedene andere Erklärungen der geraden Linie, alle 
aber setzen im Grunde voraus, dafs man bereits wisse, was 
eine gerade Linie sei; sie sind nur als blofse Erläuterungen 
eines an sich bekannten und gemeinen Begriffs anzusehen." 

Diesen Ausführungen fügt Kunze die übrigen Eigen- 
schaften der geraden Linie als Grundsätze hin?u Zu dem 
Giundsatz ,Die gerade ist kleiner als jede andie Linie, die 
mit der geiaden dieselben Endpunkte hat,' ■') wud der Zusat? 
gemacht Daher ist die gende Linie zwischen zwei Punkten 
die rein anschmlchc Voistellung dci Lnifernun^ oder des 
Abstanden der beiden Punkte ^on einander ' Kunze fu^fc 
noch m einei Anmeldung hm^u, ddls E iklid diesen tut? nicht 
dli Gl mdsat/, sondern ala Lehrsatz aufstelle und beweise ,mit 

') Fine treiarte die in Ewei Pnnkten fpat ist lat flheiliauit fest uni 
der Gedanke doTa sie sich in sich selbst drehen könne iiufa ils em 
grundfaUcUei eneiRiech znrucbge^ lesea neiden So wenig wie mit dei 
^orsteilmg des tunkten ilerhauit dw Regnff der Bewegung- an ver 
binden mogl ch ?t — wii komten in der Ihat den Punkt ah du- 
al solnte Ruhe tezeicbnen — so ^eng jst an irgenl eine Bewegnng Ipi 
Geiiden ii denken wenn awei Pankte teat sii d 

°) Diese Eiklirung stellt daa schon eiwähnte Bpdpnken entgegen 
dals ?n de Piklimng der Geraden demnach a.lle andeien Linien herbei 
gezogen weiden. 
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Weitläufigkeiteu und Aniialmien, die mindestens keine grÖI'sore 
ansclmoliche Klarheit haben, als der einfache Salz selbst." Es 
heifst weiter: 

„Die Forderung, alles hu beweisen, was sich noch irgend 
beweisen lasse, scheint hier mehr von philosophischem als von 
geometrischem Interesse zu sein. Archimedes, der gröfste 
Geometer des Altertums, sagt daher ohne Bedenken: ich 
nehme an, dafs unter solchen Linien, welche einerlei Elnd- 
punltte haben, die gerade die kleinste sei." 



Legendre ed. Grelle. — Berlin 1844. — stellt den Grund- 
satz: „Die gerade Linie ist der kürzeste') Weg von einem 
Punkt zum andern" als Erklärung an die Spitze^) (IIL) und 
giebt später nnter den Grundsätzen: „Von einem Punkt zum 
andern kann nur eine gerade Linie gezogen werden" (4) und 
als Lehrsatz (3): „Zwei gerade Linien, welche zwei Punkte 
gemein haben, fallen in ihrer ganzen Ausdehnung zusammen 
und bilden nur eine und dieselbe gerade Linie." 

Dieser Satz wird ausführlich bewiesen (mit Hülfe von 
Winkelsätzen). Grelle bemerkt dazu: „Bei der obigen Erklä- 
rung der geraden Linie scheint dieser allerdings stringente 
Beweis möglich und nötig." 

Lieber und vonLühmann i^eben tue genetische Definition 
mit Hülfe des Eiuhtungibegiifte': i nd strlleu di L ^eii^nl ifteji 
der Geraden als Grunds itze lut 

'j Yergl t.illp'' Beilenkhclie EichtungPu in dei Mathematik — 
H Z XI p 6—24 — 1 20 Unteisuchen wir daher die Defimtion dei 
Geraden Wenn man ih Begiiff bestunninng mit Kant annimmt Die 
Geiade let diP küi^e&te Lima zwischen zwei Punkten , so i't nich 
zwingenden Dei kgesetzPn doi'h gemeint von allen möglichen Linien 
zwischen den zwei P inkten nnd es ist lUo ^ei logis he Unfug nicht 
gestattet, ueh lot lei Kugelobei flache oder auf dei Pseudosphtie die 
kürzesten Linien Geraden zu nennen (Das geschieht auth nicht sie 
werden geradeste genannt D \e f ) 

2) J Kol-er tbei die Defimtionea etc in H Z I i 232 Diese 
Definition ^lebt gleichfalls nicht den i r^prun glichen Beguft dei &»iadeii 
BODdem eine nur nuch entfemteie Ableitung als die iinklidische 
{/ D Yerf) ihi Iihalt muri, daher als Lehisatz odei vielm in als 
Giiinlsatz ihti nicht als Definition angefihit we den 
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Liese, Elementar-Mathematik T. — Bei-liii 1875. ~ Des- 
gleichen. 

Milinowski nimmt die Gerade als Grundgebilde der 
Geometrie; ihre Eigenschaften werden einfach angegeben. 

Mink. 

„Der Begriff der geraden Linie oder der Geraden ist ein 
einfacher, eine Erkläning derselben daher nicht möglich, aber 
auch einer solchen nicht bedürftig. Die Gerade giebt die von 
einem Punkte ausgehende Riclitung an."^) 



E. Müller, Elemente der Geometrie. — Braunschweig 18G9. 

Nachdem Miiiler im Vor\¥ort sich gegen die überiiiebene 
Sucht zu definieren ausgesprochen, fügt er folgende Definitionen 
der geraden Linie mit Bemerkungen hinzu: 

„„Eine Linie ist gerade, welche zwischen jeden in ihr be- 
findlichen Punkten auf eiuerlei Art liegt."" 

„Liegt nicht etwa auch die Kreislinie zwischen ihren 
Punkten auf einerlei Art? Auf welcherlei Art liegt nun die 
eine und auf welche die andere Linie?"^) 

„„Eine Linie heifst gerade, wenn jedes beliebige Stück 
derselben mit zwei beliebigen Punkten, irgendwo und irgend- 
wie auf dieselbe gelegt, mit ihr zusammenfallt."" 

„Irgendwie? Was heifst das?'' 

„„Diejenige Linie ist gerade, welche zwischen ihren End- 
punkten durchaus dieselbe Lage hat."" 

„Wenn die Linie aber unendlich ist? Was heifst duvch- 

') Be sei wohl eioe beatimmte unter den miea llich Tii'len i on einem 
Punkt ausgehenclen EichtuDgen Auch fehlt die Eiwthnung des zugleich 
gegebenen entgegenge setzte a Eaehtnag 

') Dies Beispiel paSti (wenn man suh alleidmgs meti an den Sinn, 
als an die Woite halt) doch wohl nicht, denn zwischen zwei Punkten 
tonnen wii uns unendlich viele Kieisbogen denken, es exisbert (Joch 
nicht etwa nur ein Kieis' Der Begriff der Einfachheit m der Vorstel- 
lung dei Geraden und hier m etwas andrer, allerdings nicht (rlncklicher 
Form hetont (Dies soll meiner Meinnng nach mit dem luf einerlei 
Art liegen" gemeint sein.) 
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aus dieselbe Lage haben, wenn die Lage nirgend eine Definition 
gefanden?" 

„„Diejenige Linie ist gerade, welche in allen ihren Punkten 

einerlei Richtung hat; oder welche die anfängliche Richtung 

immer beibehält, wie weit man (?) in ihr auch fortgeht (?),"" 

„Wäre denn nicht vorher die Richtung zu definieren 

gewesen?" 

„„Die Gerade ist der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten."" 
„Mischt diese Definition nicht ein fremdartiges Moment 
ein, das der Quantität? Und auf welche Weise soll unter den 
unendlich vielen Wegen, welche zwischen zwei Punkten mög- 
hch sind, der kürzeste ermittelt werden? Will man messen? 
Womit denn? Die Grimdeigeuschaft der Geraden, welche jeder 
Handwerker zur Prüfung der Richtigkeit des Lineals, d, h. 
einer materiellen Geraden anwendet, haben die Mathematiker 
übersehen, obschon sie dieselbe unzähligen Beweisen ihrer Sätze 
zu Grunde legen." 

Und nun zur Definition E. Müllers selbst: 
„Eine Linie heifst gerade Linie oder Gerade schlechtweg, 
wenn sie von der Beschaffenheit ist, dafs jede sie enthaltende 
Ebene auf ihren beiden Seiten in ihrer ganzen Ausdehnung 
nach den beiden entgegengesetzten Gegenden von einerlei Be- 
schaffenheit ist, und dafs die beiden Seiten mit den zugehörigen 
Ebenenteilen oder ohne dieseJbeu miteinander vertauscht 
werden können. Da aber eine Linie als gemeinschaftliche 
Grenze zwischen den Ebenenteilen auf beiden Seiten als zwei- 
fache erscheint, so werden zwei Geraden und die auf beiden 
Seiten der Geraden befindlichen Ebenenteile mit jeder Seite 
und nach jeder Gegend hin dergestalt aufeinander gelegt 
werden können, dafa sie wieder nur eine Gerade und eine 
Ebene bilden. Jeder der beiden Ebenenteile zu beiden Seiten 
einer Geraden ist dem andern gleich, also die Hälfte der 
ganzen Ebene oder eine Halbebene."^) 

') Zu meinem lebhüften Bedauern kann ich mich mit der hier von 
dem hochgesobätaten Verfasaer gegebenen Definition der Geraden nicht 
befreunden; keinesfalls ist sie im Unterriclit verwertbar. Wie anfi 
den Yorbetgehenden Bemerkungen MäJlers hervorgeht, weist er den 
Begriff des „Äbatandes" als ein „fremdartiges Moment" voltstäodig zurück. 
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„Welche Definitionen der Geraden die einzelnen Geometer 
auch gegeben haben, jeder ohne Ausnahme kommt auf diese 
Eigenschaft als die wesentliche zurück und liann ohne sie die 
geometrischen FuudamentalsÜtze der Kongruenz teils nur 
mangelhaft, teils gar nicht beweisen. Alles Klappen und 
Schwenken der durch Gerade bestimmten Gebilde setzt diese 
Definition voraus." 

Aus dieser Definition folgt dann, dafs zwischen zwei 
Punkten nur eine Gerade möglich ist 1) wegen der Kongruenz 
der Halbehenen und 2) „weil sonst die Punkte der einen sich 
nicht alle selbst entsprechen würden, wenn die der andern 
es thun.'' 

„Dies sieh selbst Entsprechen der Punkte einer Geraden, 
welche die Ebene in zwei Falbebenen teilt, ist der Grund, 
weshalb man eine Ha?bebene um die Gerade als Axe drehen 
kann. Die Axe einer Drehung kann nur eine Gerade sein." 



H. M ü U er , Lehrbuch der ebenen Geometrie. — Leipzig 1 874. 
„Die einfachste Linie ist die Gferade. Durch zwei Punkte 
geht nur eine einzige Gerade (Axiom der Geraden)." 



J. H. T. Müller, a. a. 0. 

„Eine L bftgdw jlllb 

derselben mit z b 1 b P kt nl nd 

auf dieselbe ^ I fc b 11 t h a um nfaJlt ) 
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Petofseii, Lelirbiich der ebenen HaiiiiijetriL'. ed. ii'ischer- 
Beuzou. — Kopenliageii 1881. — defiuiert die Gerade uls die 
Linie der ihre Steile nicht verUndern<leii Pnulite eines Kürpei's, 
wenu dieser sich um zwei feste Punkte dreht. 

Pfleiderer, Scholien. 

„Es seheint der Begriff von gerader Linie lasse sich wegen 
seiner Einfachheit durch keine regelmäfsige Definition erklären, 
die nicht Wörter, die deren Begriff schon in sieh schliefsen 
(dergleichen sind Rfehtung, Gleichheit oder Einerleiheit der 
Lage, Zug ohne Biegung), hereinnehme; und man könne den- 
jenigen, der nicht weifs, was die Benennung gerade hier be- 
deutet, es nicht anders lehren, als dadurch, dafs man ihm ein 
Bild oder eine Zeichnung davon auf irgend eine Art darstellt.'") 

„Der Analogie (mit der Definition der Ebene) nach, aber 
mit einem fehlerhaften Zirkel, könnte man den Sinn der De- 
finition der geraden Linie so verstehen: eine Linie heifst 
gerade, wenn jede irgend zwei Punkte derselben verbiiuleiide 
gerade Linie auf dieselbe falle." 



Kästners Anfangsgründe der Geom, Erkl. S. 169ff. 

„„Eine gerade Linie ist, deren Punkte alle nach einer 
Gegend zu liegen " '") 

„„Die geiade Lmie wnd niemand aus irgend einer Ei 
klärung 1 ennen leinen und niemand hat es auch ncti.; Abei 
man kann wihl etwas ^on ihr sagen das die Aufmerks irakeit 

') ZeildBg iigt ir H Z 111 j „b Dit Pegnfte gerade eben ett, 
haben das Eigeup data sie die neutralen d e &i Bzbegiifle zu zwei sii^ 
eitibcbliefsenden entgegengesetzten oder relabven Begriflen sind «ad 
ijjla ihre ErkUrungen mehr oder minder den strengen Ai fordeiiiigeii 
einer logischen De£i ition sich nicht recht fugen ■wollen 

Dazu hit 63 min der Spriche gtfailen alle diese neuti ilen Beanlii, 
mit poaitiveu Namen z i versehen die beständig das Bedürfnis nicl 
positiven Eikl'itUDgen wacb eihalten E= wi 1 dann f lp,endp Dphnition 
gegeben eine Goiade lit eiae konoiuentseit ge Lm e 

') Das ist doch vielmehi die Dehnition des Strihki n in m l&tt 
denn den P inkt von dem i is "vlle Punkte nach bini-t Uegcud n U „ n 
im [fnendhchf i inn h ni'n 
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leitet, auf dus, \vü.s sie zu einer geraden Linie iiiLielit, genauei' 
Acht zu geben. Wenn man iu Ä einen Punkt, einen Körper, 
auf dessen Gröfse mau nicht sieht, setzt: so kann sich derselbe 
von seinem Orte nach unzähligen Gegenden bewegen. Sagt 
man, er soll nach B zu gehen, so ist die Gegend bestimmt, 
nach der er gehen soll; und er könnte nach eben der Gegend 
noch über E hinaus nach F gehen. — Weil alle Teile einer 
geraden Linie AB, BF nach einerlei Gegend zu liegen; so 
findet man in keinem Teile etwas, das nicht auch in dem 
Ganzen zu finden wäre; denn das Ganze streckt sich nach 
eben der Gegend. Nur die GrÖfse unterscheidet den Teil von 
dem Ganzen; und man kann also sagen: bei der geraden Linie 
sei jeder Teil dem Ganzen ähnlich.') Wolf hat dieses für 
eine Erklärung der geraden Linie angegeben; und die Ähu- 
liclikeit in eben dem Umstände gesucht, den ich angezeigt 
habe (Elem. Geom. § 10). Ich finde nicht, dafs ihn dieses 
in den Stand gesetzt, von der geraden Linie etwas Neues oder 
Gründlicheres, als man vor ihm wufste, zu sagen."" 



Kästners Abhandlungen lU. S. 51 tf. 

„„Euklids Axiome von der geraden Linie berulien alle 
auf klaren Begriffen, weil man keine Erklärung der geraden 
Linie hat."" 

„„Wolfs Erklärung: Jeder Teil einer geraden Linie sei 
der ganzen ähnlich, ist durch das Wort Ganze einer Chikaue 
ausgesetzt. Was heifst die ganze gerade Linie? Der Kreis 
ist ein Ganzes: aber die gerade Linie nie; weil sie immer 
kann verlängert werden. Richtiger wäre der Ausdruck, den 
er im Zusätze zu dieser Erklärung Elem. Geom. § 18 braucht: 
Teile einer geraden Linie sind nur durch Gröfse unterschieden. 
Übrigens ist, wenn man die gerade Linie noch nicht kemit, 
schwer zu verstehen, worauf die Ähnlichkeit eines Teils mit 
den andern ankommt. Freilich zeigt Wolf § 29: dafs dazu 
immer einerlei Richtung de« Punkts, der sie beschreibt, er- 

') Diese Eiklaiung hat etwas Beate che ndcs an sich Ea fiagt si<,h 
nur, wekliei Begiiä uns als tkr natuikchete erschciiit deqenige dtr 
Geraden odei dei dei Ahnhchteit Man vergl auch das folgen le Zitat 



y Google 



— 327 — 

fordert werde. Aber wer Imt einen Begrilt' von lüditiing, 
oline die gerade Linie zu denken, durch welche tlie Richtung 
angegeben wird? Also sagt Wolfe Erklärung: Eine gerade 
Linie wird von einem Punkte beschrieben, der sich immer in 
gerader Linie bewegt."'"^) 

„„Dafs also Wolf eigentlich eine Erklärung der geruden 
Liüie gegeben habe, an der jemand sie kennen könnte, das 
glaube ich nicht. Allemal aber ist es nützlich, solchergestalt 
Aufmerksamkeit auf das zu erregen, was Gerade vom Un- 
geraden unterscheidet. Auch hat Wolf seinen Begriff gebraucht, 
zu zeigen: dafs gleiche gerade Linien einander decken; und 
dafa durch zwei Punkte nur eine gerade Linie geht (Eiern. 
Geom. 168 f.)."" __ 

Kästners Abhandlungen I. S. 15. 

„„Euklid setzt bei seinen Lehrlingen einen klaren Begrift' 
von einer geraden Linie zum voraus. Denn weder aus seiner 
Definition, noch aus irgend einer andern, wird jemand eine 
gerade Linie kennen lernen, der noch kein solches Ding, davon 
die Geometrie den Begriff der geraden Linie abstrahiert, ge- 
sehen oder gefühlt hat."" 

Klügeis mathematisches Wörterbuch 311. 

„„Die gerade Linie ist diejenige, welche zwischen den auf 
ihr befindlichen Punkten gleichförmig (auf einerlei Art) liegt. ^) 
— Die Gleichförmigkeit der Lage der Teile ist es, was die 

') Dals dieaei letzte Einwand hmfallig i?t geht ans den Auefnh 
imgen am Anfang des Kapitels heivor obwohl nicht geleugnet weiden 
BoU dals ei auf den eisten Blick von Bedeutung zn sein tcheuit Ea 
kommt abei ni ht daiauf an oh wir ms die E ohtuag niicht ohne Gerade 
d(.nlcen könneu, sondern dafs die Bichtnng esi tiert auch wenn die 
Geiade niolit 1i i&t Die Richtung hat oljektve Feali t t unabh vng g 
■von di,Di iiubjekti ^ eu HinzÜBetzen dei Gerade n 

^) ü'riedlein tfEtersuclinng der sog Dehnitionen Hpros m H Z IJ 
p. 181: „Der Definition Euklids ist beigefügt öp^j) oÜck kks olor Jjt' 
ävQov xSTaftivt] §3il ™ mEflai«." Der VerfaBaei; habe also die Unklarheit 
der Euklidischen Definition gefühlt und sie zn verdeutlichen gesucht 
durch die Begriffe des gleicbniafsig Gesti'eckten und der Spanaung, Auch 
dies sei kein eleu t lieh er Aus druck. 
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gerade Linie von iler krummcu uuteroclieidet. — Dieac IJuii- 
tität in (äeir Lage der Teile gegeneinander, sowohl der beuacli- 
barten, als der entfernten, ist die Ursache, warum es sieb 
nicht zeigen läfst, wie sie gezeichnet oder tonsti^niert werden 
kann. Der kleinste Teil ist wie der gröfsere beacbaffen; von 
keiner andern Gröfse oder Lage abhängig. — Eublides setzt 
es daher als Postulatum: von jedem Punkt aus bis an jeden 
andern eine gerade Linie ziehen; eine begrenzte gerade Linie 
stetig geradefort verlängern. Das lieifst; man niufs den 
Begriff von einer geraden Linie zur Geometrie mit- 
bringen. Sie ist eine ursprüngliche Vorstellung des 
reinen Verstandes, die nicht aus der Erfahrung ge- 
schöpft wird. — Auf der Gleichförmigkeit der Lage in 
einer Linie beruht es, dafs zwischen zwei Punkten nur eine 
gerade Linie stattfindet; oder dafs sie durch zwei Punkte in 
ihrer ganzen unbegrenzten Ausdehnung völlig bestimmt wird. 
— Daher kann man auch die gerade Lmie fui diejenige er- 
klären, welche durch zwei Punkte in ihrei ganzen unbegrenzten 
Ausdehnung nur auf eine einzige Art gezogen werden kann. 
Zwei Punkte durch eine gerade Linie veibmden heifst das: 
diejenige Linie sich zwischen ihnen gedenken wtlche nur auf 
eine einzige Art zwischen ihnen gedacht neiden kann. Eine 
gegebene gerade Linie verlängern, heifst nur, ihie Begrenzung 
aufheben."" 

„„Diese Vorstellungen scheinen die griechischen Geometer 
bei den Beweisen zum Grunde gelegt zu haben. Nicht aus 
der Erklärung der geraden Linie leitet Euklides etwas her; 
sondern aus dem Grundsatze: dafs zwei gerade Linien keinen 
Raum einschliefsen. Das ist aber im Grunde nichts anderes 
als der Satz: Es ist nur eine einzige gerade Linie zwischen 
zwei Punkten. Die Erklärung der geraden Linie steht in- 
zwischen nicht blofs wegen der methodischen Form da: sondern 
sie dient, den abstrakten Begriff von der geraden Linie zu 
erwecken und den Geist von der gröberen sinnlichen Vorstel- 
lung abzuziehen."" 

Der Herausgeber von Pfieidoreis Sehulien Ejdi. llaiibur 
fährt fort: 

„Wir führen noch eine oder zwei DetiiiitiooL'n der gciiidcn 
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Linie aus Proklus iiu, welche zu dem Bisliorigen in eiiiijj;ei' 
Ueziehuug steheu. Nach der emen ist sie „diejenige, die, so 
lange ihre Grenzen bleiben, selbst auch bleibt", j] ^mv irsgätav 
lisvövTcov xal avtri ndvovßa^) (Proklus, p. 30. 8, Chrestomathia 
geometriea S. 90.): nach der andern „diejenige, deren Teile 
alle auf alle gleicherweise passen" {itävTa uvrijs ra [iSQri xädiv 
ojioicog ig^tt^iioiei).'^) Mau nimmt nämlich zu ihrer Erklärung 
den Begriff der Bewegung zu Hülfe. Man kann sich, was 
auch die Euklidische Definition fordert, eine gerade Linie ab- 
gesondert von verschiedenen auf ihr liegenden Punkten vor- 
stellen. Schiebt man sie nun dergestalt in Gedanken hin und 
her, dals sie immer auf einigen dieser Punkte liegen bleibt, 
oder durch sie geht; so bleibt sie auch auf den übrigen oder 
geht auch durch die übrigen Punkte, so weit sie reicht: keiner 
dieser Punkte ist bei dieser Bewegung aus ihr herausgetreten, 
keiner seitwärts von ihr gekommen. Hiernach wäre eine 
gerade Linie diejenige, welche nicht bei einer Hin- und Her- 
bewegung auf einigen ihrer Punkte liegen bleiben kann, ohne 
auch, so weit sie reicht, auf den andern zu bleiben. Soll sie 
aber aus ihrer Lage heraustreten, so mufs sie aus allen ihren 
Punkten zugleich, einen einzigen etwa ausgenommen, heraus- 
treten: so lange sie auch nur zwei Punkte ihrer ersten Lage 
behält, so behält sie ihre erste Lage ganz mit allen Funkten 
derselben. Sollte dieses etwa im Sinne der Euklidischen De- 
finition liegen?" 

„Alle Teile der geraden Linie passen auf alle gleiehmäfsig. 
Dieses hat ebenfalls bei dem erwähnten Hin- und Herschieben 
Statt. Es läfst sich zwar auch ein Kreisbogen auf der Kreia- 
peripherie, wovon er ein Teil ist, so herum schieben, dafs er 
immer auf der Peripherie liegen bleibt; und man kann sagen, 
dafs auch alle Teile der Kreisperipherie auf alle passen. Aber 
um dieses zu hewerkstelligen, ist noch nicht genug, wie bei 
der geraden Linie, dafs man zwei Punkte des einen Teils auf 

') Friedlein ia H. Z. II, p. 182. — v. Staudt nehme ib seiner De- 
tinition an Stelle der beiden Eudjinnkte zwei beliebige Punkte an. 

') Auch Priedlein in H. Z. li, p. 181 — macht da,rauf aufmerksam, 
dafs schon die Alten wnlslen, dafs diese Eigenscliatt auch dem Kreis 
und der Schraubenlinie zukommt. 
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zwei Punkte des andern Teils bringe; Jenii die y.wei Bögen 
tonnen sich in diesen zwei gemeinschaftlichen Punkten schneiden; 
und wenn die Höhlungen der zwei Bögen nach verschiedenen 
Seiten zugekehrt sind, so lassen sie sich nicht zum Passen bringen." 
„Femer beim Zirtelbogeii ist das, was vom Raum an der 
einen und was an der andern Seite desselben liegt, unähnlich 
begrenzt; der eine hobl, der andere erhaben: und das Gleiche 
findet bei jeder Krümmung statt. Bei der geraden Linie hin- 
gegen ist der Raum, der an der einen und derjenige, der an 
der andern Seite von ihr liegt, völlig auf ähnliche Art durch 
sie begrenzt." ._ 

„Ärchimedea von Syrakus vorhandene Werke. Aus dem 
Griechischen übersetzt von Ernst Nitze. Stralsund 1824. 
S. 43. Note ß. „„An jeder Linie, sie sei gerade oder gebogen, 
lassen sich zwei Seiten unterseheidenj weil keine Linie ohne 
die zwei li'lächenräume gedacht werden kann, welche sie von 
einander trennt. Befindet sieh die trennende Linie in einer 
Ebene, und sind die dadurch getrennten Ebenenräume dui'ch 
nichts andres zu unterscheiden, als durch ihre entgegengesetzte 
Lage; so ist die Linie gerade."" Ferner bei jedem Ungeraden 
findet ein Mehr und Weniger Statt. Gegen einen bestimmten 
Teil einer Linie sind, wenn sie ungerade ist, einige der Übrigen 
Teile oder Punkte mehr, andre weniger seitwärts gerückt, oder 
nebendraufaen gelegen; bei der geraden Linie giebt es nur 
ein Fortgehen, kein Nebenhinausgehen, kein Seitwärtsliegen." 

„„Gedenkt mau sich einen noch so wenig gekrümmten 
Kreisbogen oder irgend einen krummen Bogen um seine End- 
punkte als Pole sich herumdrehend; so beschreibt derselbe 
einen körperlichen Raum, er nimmt in jedem Äugenblick 
seiner Bewegung eine von der vorigen verschiedene Lage an; 
und in den zwei Lagen, welche er in einer und derselben 
Ebene z. B, am Anfang der Bewegung und nacli vollendeter 
halber Umdrehung einnimmt, stellt er zwei Linien dar, die 
miteinander eine ebene Figur, eiu krummliniges Zweieek biideu. 
Eine gerade Linie hingegen, um ihre zwei Endpunkte oder 
irgend zwei ihrer Punkte als Pole gedreht, beschreibt keine 
Figur, beschreibt nichts Neues, tritt nicht aus ihrer anfäng- 
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liehen Lage lierauw, bleibt immer in deiuselbeu Ort des Raumes, 
Dies erläutert wieilerum die oben angeführte Definition, ^ rtäv 
TtE^ärav (itvövtaiv zal avti] (livovGa. Die Definition der 
geraden Linie „quac circa suum utrumque extremum, tamquam 
polos voJuta locum nou mutat" ffihrt Kraft als ihm vou 
F. C. Mai er mitgetheilt an, und Herr Oamerer sagt aueli, 
dafs sie ihm am besten gefalle und bemerkt, wie einige der 
hauptsächlielistea Axiome von der geraden Linie sieb aus 
ihr herleiten lassen^) (Euel. Eleiii. ed. Caraerer. Berolini 
1824. p. 8)."" 

Eausenberger a. a. 0. — wählt als Fundamentallliiie 
die Gerade „durch ein gewisses Gefühl der Einfachheit geleitet." 

Die verbreiteten Definitionen der Geraden als Linie von 
einerlei Richtung und die Euklidische weist er als ganz un- 
zulänglich zurück; ebenso die Definition der Geraden als der 
kürzesten Verbindungslinie, da zur Gröfsenvergleichung erst 
wieder ein neues Axiom nötig sei. Dann fährt er fort: 

„Trotzdem ist es möglich, die Gerade durch anschau 
liehe Konstruktion zu erzeugen." 

Es wird nun die Gerade als die Gesamtheit der festen 
Punkte bei der Drehung um zwei feste Punkte definiert und 
auf Kruses Auseinandersetzung näher eingegangen.^) 

In einer Anmerkung fügt Eausenberger hinzu: 

„Erwähnt sei noch die Definition von P. Cassani (Nuuve 
proposte intirno ai fondamenti della geometria, Giorn. niat. 
d. G. Battaglini, S.V, p. 284—289): Eine Gerade ist der geo- 
metrische Ort aller Punkte, welche von drei Punkten gleichen 
Abstand haben, die einen Kreis in drei gleiche Teile teilen. 
Der Kreis sowie der feste Abstand zweier Punkte lassen sich, 
wie wir noch sehen werden, ohne weitere Voraussetzungen 
definieren." 

Die Eigenschaften der Geraden werden aus ihrer Ent- 
stehungsweise gefolgert. 

') V 1 ZLt UB Kruse. 

3) V 1 1 l Bemerkung, dafs dabei uiiljewurst diu VürBLeliimy 

der & den 1 n n Gninde liegt und Krnee Zitat. 
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Ileckiiagei a. a. Ü. 

„Dur Begriff der j,'era(!eu Linie luur^ -.vU ulumeiitar vor- 
ausgesetzt werden." 

Die beiden Grundsätze, die hinziigetiigt werden, sind ul» 
„(Grundsatz der Lage" und „Grundsatz der Gröi'ay" bezeichnet. 



Reidt, Anleitung. 

„Ebenso quäle man sich nicht ab, dem Anfänger eine 
wissen Bell aftlicli dureliaus haltbare Definition der geraden Linie 
... zu geben." 

„Wir müssen vielmehr im Unterrichte eine Anzahl von 
Grundbegriffen als durch die äufsere und innere Ansdmuunj^' 
gegeben annehmen". , . 

„Viele Mathematiker haben sich vergeblich bemüht, eine 
vorwurfsfreie Definition der geraden Linie zu geben, kein 
einziger derselben würde aber deshalb zugegeben haben, daTs 
ihm der Begriff der Geraden nicht völlig klar sei." 

„Wie die Axiome, ... so dürfen die einfachsten Grund- 
begriffe als solche vorausgesetzt werden, welche man nicht 
imstande sei auf noch einfachere zurückzuführen, die vielmehr 
durch innere Anschauung oder Erfahrung unmittelbar gegeben 
und höchstens der Erklärung und Erläuterung bedürftig seieu," 



Reidt, Elemente — giebt aber im Gegensatz zu dieser 
Auseinandersetzung eine Definition der Geraden und zwar: 
„Eine "erade Linie hat in allen Punkten dieselbe Richtung." 



Hchindlcr, a. a. 0. — geht von der Betrachtung zweier 
Punkte aus, deren einer der .Augenpunkt genannt wird (Licht- 
strahl). 

„Itiehtung heilst die räumliche Beziehung zwischen zwei 
Punkten." 

„Strecke heilst die durch zwei Punkte bestimmte Liiugc," 

„Die durch Strecke und Richtung bestimmte Ge- 
rade ist das Fundament für die ganze Geometrie."^) 

') M;in vei'glüicliü mi'iiie Aiisfübniugea am Anfang diüaea Kiipilela. 
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Sclilege], System der Raumlehre I. — Leipzig 1872. 

p. 3. „Es giebt eine uiibe schränkte Menge von Be- 
wegungen, zwisclien denen ein Punkt im Anfange seiner 
ÄncJerung die Wahl hat. Das unterscheidende Merkmal einer 
aolchen Anfangsbewegung heilst ihre Richtung." 

„Fährt der Punkt in der einmal gewählten Änfangsbe- 
wegung fort, so heifst seine Gesamtbewegmig einfach. Das 
Merkmal einer einfachen Bewegung ist also ebenfalls ihre 
Richtung." 

p. 6. „Wenn ein Punkt seine Lage durch einfache Be- 
wegung iindert-j so heifst das von ihm erzeugte Gebilde (sein 
Weg): eine Gerade (gerade Linie)." 

Die Lage des erzeugenden Punktes und die Richtung der 
Bewegung sind danach die Merkmale der Geraden.') 



Schlegel, L. d. e. M. IL — Wolfenbüttel 1879. 

Die Gerade wird auf dieselbe Weise definiert, wie im 
System der Raumlehre. Es heifst dann noch von ihr: 

„Die Gerade ist 1) einmal ausgedehnt, 2) einfach, .3) un- 
begrenzt, 4) unendlich, 5) in sich beweglich." 

Snell, L. d. G. I. — Leipzig 18.^^7. 

„Die gerade Linie hat nur zwei Eigenschaften, welche 
einer näheren Bestimmung fähig sind, nämlich Länge und 
Richtung." 

Snell setzt also den Begriff der Geraden als bekannt voraus 
und giebt die Begriffe als ilire Eigenschaften, die er nun haupt- 
sächlich auf die Betrachtung zweier getrennten Punkte stützt, 
welche doch das Primäre sind und aus welchen die Gerade 
sich zusammensetzt. 

Spitz, L. d. e. G, — Leipzig 1888. 
„Fällt jeder beliebige Teil einer Linie, wenn er mit zwei 
beliebigen Punkten irgendwo und auf irgend welche Weise 

') Die Kweite Grund Vorstellung de.^ Abi^tandea bleibt dabei ga.nz 
nnberückeiihligt. 
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auf dieselbü gelogt gedacht wird, überall mit ihr zusammen, 
so sagt man die Linie sei gerade."^) 

In einer Anmerkung fügt Spitz hinzu, dafs seine Er- 
klärung identisch sei mit deqenigen, die die Gerade aus dem 
Begriff der Drehung entwickelt 

van Swinden, ed. Jacobi. — Jena 1834. 

„Eine gerade Linie ist eine solche, die durchaus dieselbe 
Lage zwischen ihren Endpunkten hat."^) 

„Zus. Sind daher zwei Punkte gegeben, so wird ihr Ab- 
stand voneinander durch die Gerade gemessen, die man von 
dem einen zum andern zieht." 

Das „daher" in diesem Zusatz ist wohl nicht am Platze; 
die im Zusata erwähnte Eigenschaft der Geraden steht doch zu 
der gegebenen Definition nicht im geringsten Zusammenhang. 

„Anmerkung 1. Andere sagen: die gerade Linie ist der 
Ivürzeste Weg zwischen zwei Punkten. Inzwischen scheint diese 
Erklärung mehr eine Folgerung aus unserer Erklärung, als 
em Giundbe^iff zu sem Aber wie dem auch sem möge '^o 
wild, wenn man diese ErUaiung annimmt, dei Lfhi'iitz ) 
„In jedem Dreiecke sind zwei Seiten zusammen giofeer aU 
die diitte' ein Giundsitz, wshrend dei Grundsatz^) „Geiade 
') Gerade die^e Defimtion ae gfc letlii: dentlicii dafs dia temflhen 
um eine Eitlirung der Geladen ein veigebliches ist, wenn man nicht 
von den Gttandbegnffen Biohtung und Abstand ftu^geht wei dei nicht 
schon das Bild d i Geladen in EPiner Vorstellung hat könnte sich wohl 
IUI dieser Eikldiung eme Vorttelliig von dei Geraden machen' 

*) ,Tielleii,ht noch nichtiger konnte man sagen eine ^erade Linie 
ist diejenige welche zwischen je zweien ihrer Puaktu doicliaus dieselbe 
Lage hat Denn ea giebt auch kiimme Linien welche wenigstens inso 
fern eine völlig gleiche Lage iwibchen ihien Endpnnkten haben als 
dieselbe sich, nicht andeit wenn nifln die beiden Endpnnkte ihie Stellen 
unteieimnder wechseln lif't z B ein hall er Uml teis u m a 
Anm d TJ 

) Ea ist dei 43 Lphisat/ 

') Dei 4 Grundsatz 

Dazu heiftt es in einer Ännicil mg F i liej uinCu welche die 
geiade Linie als den kürzesten \/eg zwischen zwei Punkton erklaien, 
hört die&er Satz auf Giundsatz zu sein ei wird Tielmehr Lehisatz, der 
bewiesen weiden muf»", wie dies nnter andern auch gethan hat Legendre 
1 3 velgl Z tat 
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Linien, bei denen zwei Punkte der einen mit zwei Piinlitcn 
der anderen zusammenfallen, fallen in ihrer Richtung ganz zn- 
aammen" &ieh in einen Lehrsatz verwandelt, der eines Beweises 
bedarf." 

„Anmerkung 2. Es verhält sich mit dieser Erklärung, 
wie mit allen Erklärungen von Dingen, die zu einfach sind, 
als dafs sie noch einer Erläuterung durch Worte fähig wären 
— sie sind alle ungenügend und mehr oder weniger dunkel. 
Man lese besonders, was hierüber gesagt ist von d'Alembert 
in seinen Melanges etc. IV, 163 und V. 203 — 20G." 



Thibaut, Gr. d. r. M. — Göttingen 1822. 

„1) Die gerade Linie ist die erste und einfachste aller 
geometrischen Konstruktionen. Ihre Erzeugung hebt mit dem 
Setzen eines Anfangspunktes an, bleibt indessen unbestimmt 
und auf unendlich viele Arten möglich, so lange nichts als 
ein solcher Anfangspunkt gegeben ist. Sobald hingegen noch 
ein zweiter Punkt als Endpunkt gleichfalls gesetzt wird, hört 
jede Unbestimmtheit der Konstruktion gänzlich auf. Wo auch 
im Räume zwei Puukte als Grenzen einer geraden Linie ge- 
geben sein mögen, so wird jedesmal zwischen ihnen eine solche, 
aber auch nur eine einzige gerade Linie möglich sein. Die 
Eaumbe Schreibung, vermöge deren die Konstruktion einer ge- 
raden Linie von ihrem Anfangspunkte zum Endpunkte fort- 
schreitet, wird progressive Bewegung eines Punktes genannt." 

„2) Das Wort Richtung bezeichnet den als notwendig 
erscheinenden Gang, welchen die Konstruktion einer geraden 
Linie in ihrem ganzen Verlauf zu nehmen hat, sobald sie von 
einem bestimmten Anfangspunkte zu einem gegebenen End- 
punkte fortschreiten soll. Die Richtung einer geraden Linie 
ist durchaus immer dieselbe, die gerade Linie seihst ihr un- 
mittelbarer Ausdruck."^) 

„3) Jede gerade Linie hat eine willkürliche Gröfse und 
kann über ihre beiden Grenzpunkte hinaus beliebig fortgesetzt 

) An eiDBi ancie n Sfell« sigt TLibaut: 

Da Anadrick einer bestimmten EioMung oder gerade Linie gleich- 
bedeateud smd 
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oder vorliingei't werdun.^) Abor bei einer solelien Verlänge- 
rung dauert die Notwendigkeit im Gange der Konstruktion, 
welche dureli das Setzen ihrer anfäuglichen Grenzpunkte ent- 
standen war, unbedingt fort, und nur die Grofse dieser Ver- 
längerung bleibt beliebiger Bestimmung Überlassen. Die Rich- 
tung einer geraden Iiinie und ihrer Verlängerung ist durch 
jeden noch so kleinen Teil derselben vollkommen bestimmt, 
und nur eine einzige, während ihre GrBfse keine andere als 
willkürliche Grenzen anerkennt." 

„4) Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen zwei 
gegebenen Punkten; jeder andere, diese beiden Punkte ver- 
bindende, auf welche Art er auch konstruiert werden möge, 
besitzt eine gröfsere Länge als sie." 

„5) Die Länge ist das einzige Quantitative in der Vor- 
stellung einer geraden Linie oder die einzige Dimension der- 
selben;^) zwei gerade Linien von gleicher Länge sind identisch 
oder kongruent, ct. h. die eine kann im Räume an die Stelle 
der andern gesetzt werden, ohne dafs daraus für die Anschauung 
der mindeste Unterschied erwächst." 



Wicgand, L. d. M. L — Halle 1863. — giebt eine der 
gewohnliehen Erklärungen und fügt dann die Eigenschaft 
hinzu, dafs jeder Teil derselben, irgendwie und irgendwo^) auf 
einen andern gelegt, vollständig ihn decke, kommt auch auf 
die Drehung um zwei Punkte zu sprechen und sagt schliefslieii ■ 

„Die Aufsuchung von Punkten, die in emeilei Richtung 

1 Damit uitd die lUiche An^chauutig laf den liopf gestellt Fs 
bclieiot jedo k mehr in der u^ lachliclien Unbestimmtlieit de Ausdrui-Ks 
EU liegen ils aa einem mtUiclien Fetle der Auftds=uiig In dei ganzen 
voiliei gehen den Au einandPi'jetzuag "^ rieht Thibiut genaa genommeLi 
ni(.ht von dei geladen I inie tondein von dei Strecke 60 d i!s "iho eist 
jetit auf den Begnff der freraden selbst woruntei durcbing die Geiade 
m ncendlichei Anadehnung 7U verstuhen ist eiogegangen wird 

") Es ocheiot mir als wenn diese Biklärung sich im wesenUicl en 
mit meinei Ansicht decke dafe die gerade Iinie die einzige sei die 
sich ilbeiiantt nui nach einer Dirapnsioa eietrecVt In den fol§,enden 
^it/en stellt Tbiha it die Umkehihaikeit ohne weiteies i.ls As om luf 

j Man ^eigl i 1 c dis /it it it i J H I M ill i iiehit Am eil ii„ 
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d. h. also in einer geraden Linie liegen, bezeichnet man mit 
<lem Ausdrucke visieren."^) 



Wolff, L. d. G. ~ Berlin 1830. 

„Eine Linie ist entweder gerade oJer krumm, .... Dies 
sind einfache Begriffe." 

Worpitzky a. a. 0. 

„Axiom IX. 

Hält man zwei beliebige Punkte einer Figur im Eaume 
fest, so läfst sicli dieselbe noeli starr bewegen; es bleibt aber 
eine durch jene Punkte hindurchgehende, von den Eigenschaften 
der Figur uii abhängige, un geschlossene und unverzweigte Linie 
in Ruhe. 

Definitionen. 

L Diejenige Bewegung, bei welcher ein Puukt seinen Ort 
nicht ändert, heifst Drehung. 

n. Diejenige Linie, welche bei der Drehung einer Figur 
um zwei feste Punkte in Buhe bleibt, die Drehungsaxe, heifst 
eine gerade Linie oder schlechthin eine Gerade."^) 

Daran schliefsen sich noch vier wettere Definitionen, vier 
Zusätze und ein Postulat. 

') Auch in dieser ErkläruEg wird eigentlich nur der Strahl, nicht 
aber die Gerade gegeben. Übrigens ist diese Hinweisung aaf ein prak- 
tisches Beispiel zur Klarstellung <lea Begrüfea recht gut und kann für 
den Unterricht nur eüipfohlea werden. Allerdings liegt gerade in diesem 
Beispiel mehr der Grundsatz, dar» die Gerade durch zwei Punkte völlig 
bestimmt ist. Zn diesem selben Beispie! fand ich die Bemerkung eines 
Autors, dafs man vor dem. Visieren nnbewufst schon die Gerade vom 
Auge nach dem Zielpunkte konstruiert habe. Die Entscheidung über 
die Bioiitigkeit dieser Bemerkung deckt sich mit der Beantwortung der 
Frage nach dem primären oder sekundären Charakter der Geraden. 

^ Da im Vorausgehenden nur von der Drehung um einen festen 
Punkt die Rede war, so treten die Erwägungen des Satzes 11 recht «n- 
vermittelt auf. Meiner Meinung nach hätte erst auseio andergesetzt 
werden müssen, dafs auch bei zwei festen Punkten noch eine Drehung 
im Räume möglich ist. Dnnn aber scheint es mir viel natfirlicher die Er- 
klärung dieser Drehung auf die Gerade zu stützen, als umgekehrt die Ge- 
rade ans dieser Drehung zu entwickeln. Das liegt übrigens wohl auch 
uyibewnfst in dem Gebrauch des Wortes Drehungsase. 
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Ziegler n. a. 0. 

„Mit der gleichzeitigen Vors toi hing zweier Punkte ist aucli 
die der Richtung gegeben.'") 

„Haupte ige 11 Schäften der Geraden sind: 

Alle ihre Punkte liegen in derselben Kichtiing, 

Sie ist durch zwei Punkte fixiert. 

Sie "iebt die kürzeste Entfernung zweier l'unkte." 



Ohm, Dr. r. Eiern. Math. II. — Berlin 1835. 
„Die Linie . . ., welche als eine gerade (auch Richtung 
genannt) oder als eine krumme erscheint," 



Benzenberg, Anfangsgründe. — Düs.?eldorf 18J8. 
„Was eine gerade Linie sei, ist jedem bekannt. Es ist 
die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten." 



Unger, Die Geometrie des Euklid. — Erfurt 183;!. -— 
giebt die Euklidische Erklärung, fügt aber in einer Anmerkung 
hinzu : 

„Gerade ist ein einfacher Begriff und daher müssen alle 
Erklärungen der geraden Linie raifslingen. Derjenige, der 
nicht bereits eine deutliche Vorstellung von einer geraden 
Linie hat, wird durch keine Erklärung derselben eine solche 
erlangen. .Wenn aber Üis richtige Vorstellung der geraden 
Linie vorausgeht, so wird man in jeder der mannigfachen Er- 
klärungen, welche von derselben gewöhnlich gegeben werden, 
sie wieder erkennen, und man mufs daher alle Erklärungen 
als Erläuterungen ansehen, von welchen diejenige die beste 
ist, aus welcher unmittelbar weitere Folgerungen über das 
Wesen derselben sich ableiten lassen. Dieses ist nun bei der 
obigen Erklärung der Fall; aus derselben folgt unmittelbar, 
dafs eine gerade Linie durch zwei der Lage nach gegebene 
Punkte ihrer Lage nach vollkommen bestimmt ist und dafs 

') Waium iiitht auoli die des Abstiindes? 
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dalier zwei zusainraentreffenfle aber nielii zusaiiiniüiifallentle 
gerade Linien sich, nur in einem einzigen Punkte sclineiden 



Koppe, Planimetrie. — Essen 1868. 

„Der Begriff der geraden Linie ist ein einfaclier; nnd es 
ist daher weder nötig, noeli möglich zu. sagen^ was eine gerade 
Linie ist." 

Ulrich, a. a. 0. 

„Die gerade Linie ist eine so einfache räumliche G-röfse und 
ursprüngliche Vorstellung des Verstandes, dafs es schwer hält, 
deren Begriff auf andere einfachere oder mehr bekannte Be- 
Begriffe zurückzuführen. Hierin liegt die Schwierigkeit, eine 
solche Erklärung von ihr zu geben, aus welcher ihre Kon- 
stmktion und alle Eigenschaften, welche die Geometrie von 
ihr in Anspruch nimmt, abgeleitet und streng bewiesen werden 
könnten. Die Erklärung des Euklides (I, 4), nach welcher 
die gerade Linie diejenige ist, „welche zwischen den auf ihr 
befindlichen Punkten gleichförmig oder auf einerlei Art liegt", 
kann vielleicht so verstanden werden, dafs, wenn man sie um 
zwei beliebige, als unverrückbar gedachte Punkte in ihr um- 
dreht,^) alle übrigen Punkte derselben ihre Lage ebenfalls 
laicht ändern.^) Wenigstens offenbaren sieh in dieser Erklärung, 
obschon sie nicht geeignet ist, die Konstruktion der geraden 
Linie zu lehren, wesentliche Eigenschaften derselben, an welche 
die ferneren geometrischen Untersuchungen gebunden sind." 

„Die Vorstellung des Weges, den man einzuschlagen hat, 
um auf einer geraden Linie von einem Punkte derselben nach 
einem andern zu gelangen, führt zu dem Begriff der Rich- 
tung.^) Ohne eine entweder vorhandene oder gedachte gerade 



') Das ist aber absolut unmögliob. 

') Vergl. ü. W". Krafft lEBtitutJones geometriae sublim ioria. Tu- 
blngae 1753. p. 2. — SacchenjSua Euolides ab^rani uaevo vindieatna. 
Mediol 1733 p 71 — Eucl plementa cd C-ime^r.Eerol. 183d. p, 7 et 8. 

■^ Kacb Ulrich ist demnach di.r Beguft der Geraden der primilre, 
Jpijenige der Pichtung der aekund ite Man veigi. meine Ausführungen 
am Anfang diesea Kapitel' 
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Linie ist ieine Richtung möglich.') Eine bestimmte Riclitmig 
setzt also ebeuso, wie eine gerade Linie, zwei Punkte iils ge- 
geben voraus, die sie in sich aufzunehmen hat." , . , 



Wagner, L. d. o, 6. — Hamburg 1874. 

„Die Lage, welche ein Punkt in Bezug auf einen gegebenen 
Nachbarpunkt einnimmt, nennt man seine Uicbtuog zu dem- 
selben," 

„Um dies zu verstehen, mufs man folgendes beachten: 
um einen gegebenen Punkt als Hauptpunkt kann man sich 
eine unendlich grofse Zahl von unmittelbar angrenzenden oder 
Nachbarpunkten liegend denken. Jeder dieser Punkte wird in 
Bezug auf den Hauptpunkt eine andere Lage haben, und durch 
diese seine Lage (seine Richtung) von irgend einem der übrigen 
Punkte unterschieden sein. Nur ein Punkt von besonderer 
Bedeutung existiert noch; es ist derjenige, zu welchem der 
Hauptpunkt dieselbe Richtung besitzt, wie der besprochene 
zu dem Hauptpunkte. Von je zwei solchen Nachbarpunkten 
des Hauptpunktes sagt man, sie haben entgegengesetzte 
Richtung zu demselben. Geht man daher von einem zweier 
entgegengesetzt gerichteten Punkte zum Hauptpunkt über, dann 
von diesem zum andern, so behält man dieselbe Richtung bei." 

„Eine gerade Linie^) ist eine solche Linie, welche durch 
zwei in ihr liegende Punkte völlig bestimmt ist." 

„Die Gestalt der geraden Linie ist uns nun von früher 
her bereits so bekannt, in all unsere Vorstellungen so einge- 
wurzelt, dafs wir uns gar nicht vorstellen können, sie sei eine 
andere. Wir bestimmen aber auch immer eine gerade Linie 
in Wirklichkeit durch zwei Punkte; denn stellen wir uns 
z. B. die Kante einer Treppenstufe vor, so suchen wir nach 

') Das ist eben nicht richtig. So wie ein zweiter Punkt gesetzt 
wird, ist die EichtuDg vom ersten nach dem zweiten (und umgekehrt) 
vorhanden, unabhängig davon, ob das Snbjekfc dieser Richtung durch 
eine wirkliclie resp. gedachte Gerade Form giebt oder nicht. 

*) Man vermiJst den Obergang von den vorhergehenden Betrach- 
tungen ia der Geraden; die folgenden Betrachtungen reihea sich gana 
unvermittelt an. 
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ihren Endpunkten und sind nicht eher boruliigt, als bis wir 
awei solche Punkte gefunden haben. Wir (ein Punkt) gehen, 
falls nicht Hindernisse vorliegen, mit Sicherheit in gerader 
Linie auf ein Haus (zweiter Punkt) los, wenn wir es vor 
Augen haben." 

„Unter Entfernung zweier Punkte versteht man dasjenige 
8tiick der durch sie gehenden geraden Linie, welches zwischen 
ihnen enthalten ist." 

Das letzte Beispiel erseheint nicht besonders glücklich 
gewählt; es handelt sich darin schon nicht mehr um den Ab- 
stand zweier Punkte, sondern um den Abstand eines Punktes 
von einer Geraden: das ist aber ein neuer Begriff, von dem 
vorläufig, ohne erläuternde Betrachtungen, noch nicht gehan- 
delt werden darf. 

L. v. Pfeil, Zur Theorie der geraden Linie. Grunerts 
Archiv, i'd. p. 178. 

„Die gerade Linie^) wird in den Lehrbüchern überall als 
ein einfacher Begriö betrachtet und behandelt. Bekanntlich 
führt diese Annahme in ihren Konsequenzen auf Wahrheiten, 
welche man als Grundsätze hinzustellen genötigt ist, obschon 
eiue strenge Logik ihnen diese Stellung nur widerwillig ein- 
räumt." 

„Jene Auffassung der geraden Linie, a!s eines einfachen 
Begriffes, ist jedoch eine ebenso willkürliche, als unberechtigte. 
Schon die Verbindung des Adjektivs mit dem Substantiv, ge- 
rade Linie, diückt den zusammengesetzten Begiiff aus Ge 
rade bezeichnet, nach dem völlig korrekten SpraLbgi-biauthL, 

') Die folgendön Austuhrnngpn denken Eich im weaentlichen mit 
den memigen, auch hiei wiid der aekandire Charaktei der geraden 
Linie betont uni aachgewiespii , allerdings ist der Ausgangiirankt dei 
Uiiteisuchnng inpofem em andeiOi, als der Begrift der Bewegung an die 
bpitzo gestellt und ganz besonders hervorgehoben «iid Aach kann ich 
in Einzelheiten nicht vuUig mit dem Veifasser übereinstimmen, &o z B 
difs Eichtnng und Un\ etändeilichkeit awei getrennte Begiiffe seien, die 
eiftt im Begiiffe geiade sich vevbaaden, erscheint mir nicht richtig Die 
Unveiandei liohkeit hegt im BegniE dei Bichtung drin, daher man auch 
Auidiücke v eiineiden hollte, wie , ^Pine Rich t ung andern", st^tt dea sen 
^cniiuci gesagt w idc n mufq ,,eine andpre Richt u ng Hinschla gen' 
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die Unverilnderliehkeit einer Richtung; gerade ist aiwo an sich 
selbst Bclion ein zusammengesetzter Begrift^ entlialtend ßich- 
tuiig und deren Ünveränderlichkeit. Mau geht gerade 
aus, nicht rechts, nicht links.^) An eine Linie denkt mau 
dabei nicht. Der Begriff Richtung und der EegriiJ Linie 
sind ganz gewifs verschieden. In der Linie liegt der Beg riff 
der Länge, in de r Richtung nicht . ^) Sind nun schon der 
Isegntt Kichtung und der Begriff Linie verschiedene Begriffe, 
und ist der Begriff gerade an sich selbst ein zusammengesetzter 
aus Richtung und ünveränderlichkeit, so mufs der Be- 
griff gerade Linie sogai- aus den Begriffen Richtung, ün- 
veränderlichkeit und Länge zusammengesetzt sein. Es ist 
mithin evident, dafs der Begriff gerade Linie, als das Pro- 
dukt aus mehreren verschiedenen Begriffen, ein zusammen- 
gesetzter Begriff sein mufs,^) und es ist darum ein logischer 
Irrtum, die gerade Linie als einen einfach en Begriff zu be- 
ti achten uuJ~zu be bändeln j^ 

„Mit dieser Auffassung stimmt auch die Eifdhiuzig ubei- 
ein. Es ist nicht notwendig, die Richtung duich eine geiade 
Linie auszudrucken; bekanntlich bedient man sich dazu auch 
de& Kieisbogens ^} Eme Lange kann ehen-^ogut an einei 

') Miin veigleicli« hieiniit du Anwemluvin" ii voa „gciadi ' in =itt 
licbei Bedeutung „Gerader Mann ', „gpiadei ChnrnktPi" — Dann autli 
„gerader Kegel ' 

*) Das ist gew]l= zutiefiend und das punctum baliens, nm das iha 
Untersucliung iiüi zu dtelien bat Dals die Linien qu.ilitativ imil 
tinantitati^ zu fd'iaen sind, ist auch ^on mu sohuH s;i,buh!eud li-'ivoi 
gehoben 

-) J Kobei, Übel die DeflnitionPn eti, m H Z I p 2J5 ,D i 
ßigiift „gerade" ianii und biaudit nicht eil.l5iit in werden et Tillt iu 
Bammen mit dem Begtiffe „Ricbtung" (Nord, West u a w )" 

') AulIi hiei kann ich micb mit dem. Verfasser eicht emveistanden 
eiklären Memei Meinung nach handelt es sich biet um eine argeVei- 
wecbslung Da, dei Veifasfier in den lolgenden Betia<,lituugen auf die 
Bewegung uahei eingeht, bo hatte ci zwiBOhen fort'chieiteadei und 
diehender Bewegung scharf unteischeiden müssen Dei Unteiachied 
?wiacheii Kichtung bei fortschreitende! Bewegung und deijenigen bei 
diehender Bewegung hätte dann nicht identifiziiit weiden kOnnen 
Üben sowenig zutreffend ist die lolgeude Bemeikung, daß, eme Lange 
ftuth iliiich eino liruiiime Linie gi;iiies-en wiiden 1 uimti. Gemessen 
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lind durch eine krumme Linie gemessen werden, als durch eine 
gerade, Lä,tige und Richtung, sowie Richtung und gerade 
Linie stehen mithin in gar keinem notwendigen Zusammen- 
hange." 

Pfeil schliefst diese Ausführungen mit der Bemerkung, 
dafa die gerade Linie demnach kein einfacher Begriff sei und 
deshalb die gerade Linie als zusammengesetzter Begriff defi- 
niert wenien müsse. An die Spitze der Betrachtung stellt er 
den Begriff der Bewegung') als Ortsveränderung. Hierbei er- 
gehen sieh Gröfse und Richtung als einfache Begriffe, Nach- 
dem sodann noch die genetische Definition der Körper, Flächen 
und Linien gegeben ist, werden folgende Erklärungen und 
Sätze aufgestellt: 

„Eine gerade Linie ist eine solche, welche in allen ihren 
Teilen dieselbe Richtung hat. Oder auch: 

Eine gerade Linie entsteht, wenn sich ein Punkt so be- 
wegt, dafa er immer dieselbe Richtung beibehält." 

Dazu kommen folgende Lehrsätze: 

1) „Wird eine Linie gedreht, so verändert sie ihre Rich- 
tung in allen Punkten und zwar überall um gleichviel." 

2) „Die Teile einer geraden Linie sind selbst gerade 
Linien." 

3) „Berühren zwei gerade Linien cinaiidei^, so fallen sie in 
eine zusammen,"^) 

4) „Ist eine Linie vom Anfang gegen das Ende hin ge- 
rade, so ist sie es auch umgekehrt vom Ende gegen den An- 
fang hin." 

wtiduii die Langen von Lmitn nur mit HuKe dPi Cieiaden resp. der 
Stieoie und selbst da wo vielleii,tt actem! ai LruEime Linien direkt 
\(.rgiulicn werden hegt doch nnl ewufst det Bojuft di,i Geraden ku 
(jiunde 

') Hieizu wnd Bebt iithtig bemerkt O liae Anmhme der I 3e- 
wfi^u iij^ tat j ede mathematiache Deduktion ein Ding der Uamughelikeit . 
^Vle will inaa nur eine Linie ziehen oder verltngein einen Kieiabogen 
Ijeai-hii-iben ohne Bewegung Bewegung als bloffie Uitavci&n- 

deiuug aufjefaiat ist uis der Geometue nn-ht lu^zuschhelaen und sie 
ist daium lu allen ihien Kon3eq.Tienzen für die Ecöittrong zu benufcaen. 

'j An fiuheioi St-'Ue ist eikliit dafs sich Lin üu beiühreu, wenn 
sie omtn Punkt gcmun und ai demselben gleiche Rii.htun^ haben. 
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5) „Willi eine gerade Linie nm einen iliver Pimkto so 
lange gedreht, bis sie ihre frühere Richtung herflhrt, also in 
die entgegengesetzte Lage kommt, so fällt sie mit ihrer ur- 
sprünglichen Lage wieder in eine gerade Linie ausammen." 

6) „Da die gerade Linie in allen ihren Teilen, vorwärts 
uud rückwärts betrachtet, die gleiche Richtung hat, so wird 
sie vorzugsweise zur Bezeichnung irgend einer Richtung an- 
gewendet." 

7) „Zwischen zwei Punkten ist nur eine gerade Linie 
möglich." 

8) „Eine gerade Linie kann nicht in sieh zurückkehrend 
sein." 

9) „Die 
Punkten/' 



gerade Lin 



ist die kürzeste 



i sehen 



Heimholte, Pop.-wiss. Vorträge. III, Über Ursprung etc. 

p. ä5: „Aber in jenen ersten Elementen werden einige 
Sätze aufgestellt von denen die Geometrie seihst erklärt, dafs 
sie nur darauf rechnen müsse, jeder, der den Sinn dieser Sätze 
verstehe, werde ihre Richtigkeit zugeben. Das sind die soge- 
nannten Axiome der Geometrie. Zu diesen gehört zunächst 
der Satz, dafs wenn man die kürzeste Linie, die zwischen zwei 
Punkten gezogen werden kann, eine gerade Linie nennt, es 
zwischen zwei Punkten nur eine und nicht zwei verschiedene 
solche gerade Linie geben könne."^) 



Bretsehneider, Lehrgebäude der nicd, Rhith. 



1844. 



') Liegt diei ilenn niclit schon in der Aiiwenduiii,' des Siipariatiya ? 
Ledeütet dieser mi,tt mm lihtSL htih lil 

aus dem &ebiaoi-h d b t inmt Atkllt d k tL 

nicht eine knrzeste L DEwldf f Jvglflhd 

eutgegenge^etzten P kt 1 h U h 1 ki te L 

huuden gedacht neid kd t d h Ib h nf Ih w 1 hh 

um einen entgegen dm&p \, h hgbldt g wUklh 
gonommenen, speziell mthmt h Ad kh llt äJml h d m 
Heltnholta gebildet 1 t I 
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„Eine gerade Linie ist diejenige, welche, wenu man sie 
um awei in ihr uIm fest au genommene beliebige Punkte hei'- 
umdrelit, keinen hohlen Raum einachlierBt, sondern stets ganz 
in sieh selbst liineinfallt." 

Dieser Definition wird noch eine ausführliche Erklärung 
beigegeben. Dann hcirsfc es: „Die Vorstellung der geraden 
Linie ist eine Gruniävorstellung des menschlichen Geistes; ihre 
Entstehung kann daher nicht bewiesen, sondern nur nach- 
gewiesen werden." 

Die Eigeusuhaften der Geraden werden in Zusätzen ge- 
geben. 

Grelle, Über Parallelentheorien etc. — Berlin 1816. 

„Da im Räume, durch denselben Punkt, nach allen Rich- 
tungen Liuien liegen können (weil ein Punkt zugleich mit 
den Linienriiumen, die er sondert, da ist), so bestimmen ein 
einzelner, oder was dasselbe ist, weniger als zwei Punkte keine 
Linie. Also kann eine Linie nicht in eine andere fallen, wenn 
beide nicht wenigstens zwei Punkte gemein haben." 

„Eine Linie unterscheidet sich von der anderen durch ihre 
Gestalt. Daher giebt es unzählige verschiedene Linien. Mau 
miterscheidet gerade und krumme. Eine gerade Linie ist, 
die je an zwei entgegengesetzten Seiten dieselbe Gestalt hat, 
so dafs, wenu man die eine Seite der Linie in die andere, 
d. h. den Flächenraum an der einen Seite in den Flächeuraum 
an der andern Seite legt, die Grenzen beider Räume an dem- 
selben Orte im Räume bleiben.'") 

„Diese Erklärung läer geraden Linie ist wieder eine wesent- 
liche Hauptsache für alles Folgende, Sie ist, dünkt mich, 
genau; denn der Begriff von Seite ist ebenso ursprünglich, 
wie der von Gestalt und Lage. Dafs unter Seite nicht etwa 
ein Teil der Linie, oder eine Grenze der Länge nach, sondern 
Lage verstanden wird, darf nicht erinnert werden." 

Auf dieser Definition baut Grelle dann in Lehrsätzen die 
Eigenschaften der geraden Linie auf, 

') Mir scheint, dafs man auch bei iliesev Erklärung schon vorher 
wissen müsse, was eine Gerade ist, resp. wie man sie sich zu denken hat. 
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Grelle, Lelirbiieli der Elemente der Geometrie. — BltIüi 
1826. 

„Mau stelle sich in einer beliebigen Fläche eine Linie und 
in dieser Linie zwei Punkte vor. Man lasse die beiden Punkte 
im demselben Orte im Räume bleiben, die Fläche aber alle 
Lagen annehmen, die sie annehmen kann. Bleibt die Linie, 
in welcher sich die beiden festen Punkte befinden, für jede 
beliebige Lage der Fläche an demselben Orte im ßaume, so 
ist sie gerade.'") 

Die Eigensdiüften der geraden Linie giebt Grelle auch 
liier in Lehrsätzen. 



Ärneth, System der Geometrie. — Stuttgart 1840. 

„Alan nennt eine Linie gerade oder eine Gerade, wenn 
alle Pankte, welche in ihr gedacht werden können, in der- 
selben Richtung liegen, wenn sie die anfängliche Richtung 
immer beibehält, wie weit man in ihr aiicli fortgehen mag." 

„Die Grofae einer Geraden ist bestimmt durch ihre beiden 
Endpunkte; die Gerade selbst heifst die Entfernung dieser 
beiden Punkte." 

„Die Lage einer Geraden, ihre Richtung, wird bestimmt 
durch zwei Punkte; durch welche die Gerade gehen soll. Ist 
nur ein Punkt gegeben, so kann man durch denselben, nach 
den verschiedensten Richtungen bin, unendlich viele Gerade 
ziehen, ist aber ein zweiter Punkt bestimmt oder gegeben, so 
wird die Gerade, welche durch beide Punkte gehen soll, von 
allen übrigen ausgezeichnet, ihre Lage und Richtung ist be- 
stimmt, und alle Geraden, welche durch dieselben Punkte 
gehen, fallen mit ihr zusammen, sind dieselben. Von Geraden, 
deren Richtungen durch dieselben Punkte bestimmt werden, 
kann man sagen, sie haben identische Richtungen, werden sie 



') Siehe diu vorige ßemeL'kimg. — Alle Vermache, bei der Ei'kläraiig 
tiei- Geraden au Stalle dev progressiven Bewegung die drehende zu aetzen, 
iniiseen notwendig mifalingen, da von allen Bewegungen die progressive 
die einfaohate ist, d. h. reiae Ortsveiünderung ohne einschrJlnkende Be- 
dingnngen. 



y Google 



aladaün aucli Jurch dieselben Endpunkte begrenzt, su ist auch 
ihre Lage identisch,"') 

BartholomUi, Geradlinige Planimetrie. — Jena 1851. 

„Sobald wir zwei Funkte (A und i') aufeinander beziehen, 
HO stellen wir uns die Entfernung zwischen beiden vor, d. b. 
wir haben es mit einer Dimension, d. h. mit der Linie zu 
thnn."^) 

„Wenn wir die Äbhiingigkoit der Elemente einer Linie 
einseben wollen, so müssen wir dieselbe entstehen lassen. Wir 
müssen also den Punkt Ä bewegen, bis er mit dem anderen 
B zusammentrifft. Der Weg des Punktes ist eine Linie AB. 
Aber es giebt unendlich viele Wege, welche der eine Punkt 
A einschlagen kann, um die Stelle des andern S einzunehmen. 
Er kann also unendlich viele Linien beschreiben. Übersehen 
wir alle diese Linien, so drängen sich uns die Vorstellungen 
von Richtung und Entfernung auf.") Denn entweder strebt 
der bewegte Punkt A immer oder überall nach dem andern 
Punkte S zu oder nicht. Nur jener Fall ist bestimmt. Daher 
kann zunächst mir er Gegenstand wissenschaftlicher Unter- 
suchung sein. Insofern nun der Punkt A dem Punkte TJ un- 
ausgesetzt zustrebt, ist die entstandene Linie AB Richtung, 
und insofern er in jener Richtung wirklieb bis B geht, ist sie 
Entfernung. Nennen wir also die so entstandene Linie AB 
eine Gerade, so haben wir die Erklärung: Die gerade Linie 
ist Richtung oder*) Entferung," 

„Wie hängen nun Richtung und Entfernung zusammen? 
Gehen wir von A nach B, dieselbe Richtung beibehaltend, so 

*) Diese letzte XTnterBcheiduDg ist mit nicht klar. Identische Ge- 
rade — und um solche bandelt es sich nach den vorhei^ehenden Be- 
trachtuDgen — hahen doch eo ipso identische Lage, ganz unabhängig 
von ihrer Begrenzung. Oder sollteti hier nur Strecken gemeint sein? 
Doch wohl Dicht. Übrigens sagt Arueth selbst im Anfang dieses Ab- 
Batzes; „Die Lage einer Geraden, ihre Eiehtung, wird bestimmt." Wozu 
da diese Unterscheidung? 

^) Hier wird nun iviader nur auf den Abstand geachtet, 

") Doch nicbt jetzt erst bei der Vorstellung der BÜratlicben Linien, 
sondern direkt beim Setzen zweier Punkte. 

*) Warnm nicht Richtung und Entfernung? 
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köuneii wir uns über B hinaus immer wieder Punkte denken, 
auf welche wir zugehen, ohne unsere Richtung ku ändern. 
Die Gerade als Richtung läuft also nach der einen Seite ins 
Unendliche. Wir können aber auch von B nach A gehen. 
Die Richtung BA ist der Richtung AB entgegengesetzt, aber 
beide verhalten sich zu einander, dafs durch die eine die andere 
gegeben ist. So wie die Richtung AB ins Unendliche läuft, 
so läuft auch die Richtung BA ins Unendliche, d. h. die Ge- 
rade als Richtung durchläuft den unendlichen Raum. 
Mithin kann sie als Richtung nicht zugleich die Entfernung 
vorstellen, denn diese mufs immer zwischen zwei bestimmten 
Punkten gedacht werden. Als Entfernung jedoch ist die Ge- 
rade auch Ausdruck der Richtung."^) 

Hieran schltefsen sich die bekannten Axiome der Geraden, 
die in folgender Fassung noch einmal bestimmter formuliert 
werden: „Hiermit haben wir auch die Abhängigkeit der Ele- 
mente der Geraden gefunden. Dieselben sind Punkte. Die 
Punkte einer Geraden sind unendlich viel Aber durch zwei 
sind alle übrigen bestimmt und zwar: 

1) „Wenn die Gerade Richtung ist, so sind alle 
ihre Punkte durch zwei beliebige Punkte bestimmt. 

2) Wenn die Gerade Entfernung ist, so ist sie 
durch die zwei Punkte bestimmt, welche nur auf einer 
Seite Punkte der Geraden neben sich haben, d. h. durch 
die Endpunkte," 

Alsdann wird die Gerade als ein Postulat bei zwei ge- 
gebenen Punkten und zwar in ihrer Unendlichkeit be^itimmt. 
— In dieser ganzen Betrachtung iat Entfernung noch nicht 
in dem Sinne von Abstand genommen. Darauf kommt Bar- 
tholomäi erst durch die Betrachtung der krummen Linie, „die 
auch Entfernung ist." Jedoch gilt: 

1) „Nur die Gerade ist bestimmter Ausdruck der 
Entfernung, nicht die krumme Linie. 

2) Die GrÖfse dieser Entfernung ist vollkommen 



') Meiner Meionng nach ist die Gerade beides nugloicli, Hiclitung 
wüi Abstand. Auch, wenn keine bestimmten Punkte gedacht werden, 
ao liegt schon in der Möglichkeit, sie jederzeit zu setzen, der der Geraden 
iübili-ente Begriff dos Abstandes. 
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bestimmt, wälirenil sie bei an eieren Linien baUl grofser, 
bald kleiner ausfällt. 

3) Die Gerade ist die kürzeste Linie zwischen zwei 
Punkten." , 

Y. Forstner, Grundrifs. — Berlin 1826. 

„Stellt man sich zwei Punkte vor, so sind zwischen diesen 
unendlich viele Linien möglich, die bald länger, bald kürzer 
sein werden. Unter allen diesen Linien kann aber nur eine 
die kürzeste sein und diese heifst die gerade Linie."') 

Hieran knüpfen sich dann in Grund- und Zusätzen die 
Eigenschaften der Geraden. Der Begriff der Eichtung wird 
ganz vermieden, an seiner Stelle wird von Lage gesprochen, 

Francoeur, Vollständiger Lehrkurs. — 1843. 

„Die Linie hoifst eine Gerade, wenn kein Ponkt derselben, 
insofern als man sie sich um zwei in ihr angenommene Punkte 
drehen läfst, eine Verrückung erleidet." 

Nachdem sodann die weiteren Eigenschaften der Geraden 
besprochen sind, heifst es in einer Anmerkung: „Die gerade 
Linie ist ein einfacher Begriff; durch Erkläning eine deutlichere 
Vorstellung von der geraden Linie verlangen zu wollen, ist 
eine schwierige Sache." _ 

Prankenbach, Lehrbuch. — Liegnitz 1889. 

„Eine Linie heifst gerade, wenn ein beliebiger Teil der- 
selben unter allen Umständen mit der übrigen Linie zusamraen- 
fällt, sobald zwei Punkte des Teils mit zwei Punkten der Linie 
irgendwo zusammenfallen." 

Pra-ntz, Die Philosophie der Mathematik.^) — Leipzig 



) Man yeigleiche mPine Bemeilring /u dem ZiHt vdu Ilelmholta. 

) Dieses Zit^fc lat nu r ala Bew e i „ngeUn für die uiirJ jjiblijjien 
LPiatungen auf dem Gebiete der mithemitiSLhpn Philoaoxliie, diej aan. 
der Hegelachen ^ hu|p 7 



göcstiget bp irteilt werden 



tHT ii3.t.liPm gt.ig:->ipii nntein'i^tumgg'' " 
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p. 08: „Wie sicli uns jetzt der Raum bestimmt bat, i:;t 
er die Negation seiner als des Äufsereinanders. Dieses ist 
selbst der Raum, so ist er in sieh selbst die Negation seiner, 
der Punlit, Als der Punkt ist er nicht, oder vielmehr er ist 
nur die Abstraktion. Die Negation des Aufsereinanders ist 
jetzt eben des Raumes Bestimmung, nicht sein abstraktes 
Nicht; es ist seine Negation, und damit selbst räumlich, die 
gerade Linie, — die erste Dimension. Dafs diese Linie 
gerade sei, liegt darin, dafs sie nur die Räumlichkeit des 
Punktes zur Bestimmung bat, somit einfach bestimmt ist." 

„Indem sich der Raum als die gerade Linie gesetzt hat, 
unterscheidet er sich darin von sieh selbst. Er hat sich als 
Linie gerichtet in sich selbst." 

Und so orakelt Frantz noch woiter.') 



Helmes, Eleraeiitar-Matliematik. IL — Hanau 1874. 

p. 4: „Von allen Linien ist ausgezeichnet durch die Ein- 
fachheit und Ursprünglichkeit ihrer Vorstellung die gerade 
Linie oder die Gerade. Sie läfst sich nicht definieren oder 
unter einen noch höheren Begriff stellen, aber was sie von 
allen anderen . . . unterscheidet, läfst eich bestimmt aussprechen 
und zum Bewufstsein bringen." 

1) „Zwischen zwei Punkten können wir uns immer nur 
eine gerade, aber unendlich viele krumme Linien denken." 

Dabei wird in Verlauf der Betrachtung auf die Drehung, 
wenn zwei Punkte fest sind, näher eingegangen; aufaerdem auf 
die Eigenschaft der Kongruenz (der Möglichkeit der Deckung). 
Es heifst dann: „Die' Ursprünglicbkeit und Gemeinsamkeit der 
Vorstellung von der geraden Linie beruht auf den gleich ur- 
sprünglichen und gemeinsamen Vorstellungen der Richtung 
und der Entfernung von einem Punkte im Räume nach einem 
anderen, als deren Ausdruck und räumliehe Darstellung wir 



') Und dieser Hegelianer sagt in der Voriede; „ . . - . Die Philo- 
sophie, im BewurBtsein ihres weit höheren Wieaeaa, hat sich von der 
Mathematik gleichgültig, um nicht ztt sagen verächtlich, abgewanJt." 
Wäre ihr diesi^i' Bearbeiter doi;li abgowandt geblichen! 
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uns eben die gerade Linie Kwischen diesen beiden Piinktou 
denken." ') 

2) Die Richtung wird durch die Beispiele des Licht- 
strahls,^) des Weges eines fallenden Uörpers, des durch ein 
Gewicht gespannten Fadens erläutert und gesagt, „dal's hier- 
durch diese gemeinsame Vorstellung von gerader Linie und 
Richtung begründet und befestigt wird." 

3) Dafs die andere Grundvoratellung der Entfernung 
zwar für die Verbindung zweier Punkte durch mehrere gerade 
Linien streng und einfach bewiesen werden kann, nicht aber 
in Beaug auf eine krumme Verbindungslinie, wird zugegeben. ^) 



Metternicli, Vollständige Theorie der ParallelliniDn. — 
Mainz 1815. 

p. 38: „Die geoiaetnsche LmiP, tlf emfach<ite Auslehnun^ 
blofs in die Länge, ist ein ibjjezogener Begriff, und wii 1 in 
dieser Eigenschaft als bienze dei geometiischen Flache 
durch Schlüsse, nicht abei durch eine willkürliche Erkläiung 
erkannt .... Bei diesen Schlüssen ist der Vei stand unbe 
kümmert um die wirkliche und abgesondeite Darstellung (Ver 



') Helmes geht also lOn der^elien Ai icht aub wie ich weiiu es 
auch nicht direkt ausgesprochen wiid o liegt doch m dei Fa,=i9ung 
diesei' Betrachtungen, daJs diebei'vle als aekundiirei BegnfF gedacht wnd 

') Plato definiert; „Euil-eiß ypöjiuij ie-cvi ig ta /isea lotg aKQOig 
eniTtQoe&it'^ .... deren innere Punkte den Endpunkten im W ge (im 
Lichte) stehen." 

^) Im XII. Abschnitt wird dei (iiundsat!; aufgestellt Die Sehne ist 
kleiner als der zugehörige Bogen Dizu bemeikt Helmes m einer An 
mei'kung: „In einer allgemeinen Fassung wie ae zar Pemtzmg fii 
krumme Linien Oberhaupt notwendig sind spricht Ärchime len 
obigen Grundsatz als Voraussetzung aus Seine Bichtgkeifc zu \e 
anschai liehen, ist ratl ch (vgl Legendi e IV 9 As(,henborn, Geom. 
§ 32 Heia nnd ischweiler Geom III 18) abei em Beweis ist 
Bolohe Veraneob'iuln.liung nicht ' Es wii 1 dann noch auf einen „aeiir 
beachtenswerten VbibucIi des Piof K Hattendoif die Lücke anszu- 
füllen, aufmeik<<am gemicht — Be ist mit uueifindhcB «irum Helmes 
plötzlich 'Skrupel aufsteigen wahrend ei doch oben die Entfernung als 
einPE mit de Kiclitjng gleioh ursprünglichen und gemein'JT.mon Begriff 
(ij w 1 de docli I e&';>'i statt Voi ti.Il m^ z i j,^ n m) btzeichnet. 



y Google 



— 352 — 

sinuliclning oder ToraeicliiiuBg) dieser BcgrenzuiigGn am ßaume. 
Alle Konstruktionen von Punkten ete. sind im Grunde nichts 
anderes, als Sinnbilder dieser geometrischen Gegenstände; auch 
will man durch diese Bilder nur die Stelle bezeichnen, wo 
man sich die geometrischen Punkte etc. als vorhanden denken 
soll." 

„Man kann nur den Begriff der geraden Linie aussprechen, 
aber nicht weiter erklären, weil er keine andere Merkmale als 
gerade Richtung in sich begreift, und dieses Merkmal ist 
nichts anderes als gerade Linie." 

„Mit einem Worte: Der Begriff von der geometrischen 
Linie wird durch Schlüsse erworben, aber der von der ge- 
raden Linie niufs sozusagen in die Geometrie mitgebracht 
werden." 

Mit Becht wird alsdann hervorgehoben, dafs die genetische 
Erklärung der Geraden durch Bewegung eine erschlichene ist, 
denn wenn man sage, die gerade Linie entstehe durch Be- 
wegung nach einer Richtung, so sei damit die gerade Linie 
schon als früher vorhanden gekennzeichnet und auf ihr bewege 
sich der Punkt. ^) Dagegen wird die Eigenschaft der geraden 
Linie, die kürzeste zwischen zwei Punkten zu sein, als des Be- 
weises bedürftig bezeichnet. 

Es wird alsdann auf die Technik der geraden Linie, wie 
sich Metternich ausdrückt, ausführlich eingegangen d. h. auf 
die Vers inn lieh ung und zwar erstens durch den Lichtstrahl 
und zweitens durch einen gespannten Faden, 



Paucker, Die ebene Geometrie. — Königsberg 1823. 

p. 11: „Zwei Linien können auf unzahlige Arten so an- 
einander gestützt werden, dafs zwei Punkte der einen mit 
zwei Punkten der andern zusammenfallen."^} 
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Wenn aber zwei Linien bor allen solclieii Lagen nicht; 
allein in diesen zwei Punkteiij sondern auch in allen übrigen 
Punkten einander decken, so heifsen sie gerade Linien." 

„Anmerkung. Ob eine Linie gerade sei, kann also nur 
durch eine andere Linie erkannt werden. Daher ist gk un- 
möglich, sie unabhängig für sich zu erklären."^) 



Schmitz -üumont. Die mathematischen Elemente etc. 

Nach der philosophischen Bestimmung der dun Begriff 
der Geraden bildenden Denlcvorgänge, die sich auf die_ u nmittel- 
bare Verbindung zweier Elemente im Denken stütz en, heifst 
es: „Die gerade Linie ist identisch mit dem Begriff der kürzesten, 
weil beide Attribute hierbei nichts aiideres besagen als die 
logische Forderung „z wei Elemente ( Punkte) unmitte lbar 
im Denken zu verbind en." Diese unmittelbare Verbindung im 
Nebeneinander kann nun nach den beiden komplementären 
Möglichkeiten heifsen: 

unmittelbare ^ unvermittelte Richtung. 

unmittelbare == iiu vermittelte Ausdehnung. 

Der Begriff gerade Linie bedeutet also zugleich iden- 
tische Richtung und kürzeste Entfernung, und diese beiden 
Begriffe konstruieren ein und dasselbe Gebilde, so lange die 
kürzeste Entfermmg keinen weiteren Bedingungen unterworfen 
wird.*) Verschiedene gerade Linien, wie sie von der 
Hypergeometrie postuliert werden, sind eben solche Alogismen, 
wie verschiedene Geradheiten, verschiedene Sätze der 
Identität." 

,,Die gerade liinie ist einesteils ein Grössen begriff, 
wed aie nach dei Eiiiftiuuiig iliiei Gien/eii nai Ii dei Aus 
dehnuug gemessen wndiukann Als bestimmtt IiKlitung i'st 



') Dies BCbemt mu eine grundliche Vnkennung der wutlichen 
Ir*gen zu sein, dm lii« in Betiacht kummen 

') Darnach ]..önnte man die Ebene ancli deftnieren ah diejenige 
Fläche, auf (in) welctei die LorzeGte Entfernung mit dei kuizeiten Ent 
fernung im Baume identisch ist, odei um mich eines Helmholtzsthen 
Ausdinckh zu bedienen, in welohei die geiadeste Linie die gerade 
Linie iit 
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sie aber auch ein qualitativer Begriff; denn „Eiehtung und 
Geradheit" kann nicht vermehrt oder vermindert werden. Eine 
bestimmte Gerade ist demnach eine Gröfse von be- 
stimmter Qualität, verschieden von der Qualität einer jeden 
anderen Richtung. Ebenso wie in der allgemeinen Kombi- 
natorik zeigt sich also aucli in der Geometrie, dafs schon das 
einfachste Gebilde die beiden generellen Begriffskategorien 
„Quantität, Qualität" nicht allein zulüfst, sondern peremptorisch 
fordert/'^) 

In quantitativer Hinsicht findet die einfache Aus- 
dehnung ihre Deutung in der arithmetischen Zahl. 



Steiner, Systematische Entwicklung etc. Gesammelte 
Werke. I. p. 237; 

„In der Geraden ist eine unzählige Menge unmittelbar 
aufeinander folgender Punkte denkbar, die sich, von irgend 
einem derselben ausgehend, nach zwei entgegengesetzten Seiten 
hin ins Unendliche erstrecken." 

Voraus geht die Bemerkung: „Die in der Geometrie er- 
forderlichen Grund Vorstellungen sind: der Ka.uin, die Ebene, 
die Gerade und der Funkt." 



Teilkampf, Vorschule der Mathematik. — Berlin 1847. 

„Unter allen denkbaren Bewegungen eines Punktes ist die 
einfachste die in gerader Linie. Es ist unmöglich, von 
einer solchen eine Erklärung zu geben, wodurch ihr Begriff 
auf einfachere Vorstellungen zurückgeführt würde, da sie zu 
den unmittelbar gegebenen Grundvorstellungen der Geo- 
metrie gehört." 

Es folgen dann die bekannten Sätze über die gerade 
Linie, die „in der ursprünglichen Vorstellung der geraden 
Linie liegen." 

') Wie aehi ich mit den Ausführungen des Verfassers einverstanden 
bin, Ijriuche ich wohl kaum beBOiidera hei voiauh eben. Man vergleiche 
meini, Anifulnun^en am Anfinge diests Rapiteli 
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Becker, Fr i e d r. , Die elementare Geometrie in neuer 
Anordnung, — Hanau 1870. — Progr. 

„Die Bewegung eines Punktes kann nach eiuer bestimmten 
Stelle hin') gerichtet sein; der entstehende Weg (Linie) ist 
alsdann von einfachster Gestalt und heifat eine gerade Linie 
(Gerade). Das Bildungagesetz einer Geraden liegt also in der 
Unvecänderliehkeit ihrer Eichtung.*) Zu ihrer Bestimmung 
bedarf es also eines ihrer Punkte und ihrer Richtung, welche 
auch durch einen zweiten Punkt, den sie durchlaufen soll, ge- 
geben sein kaun," 

Es wird dann noch auf die Drehung bei zwei festen 
Punkten und die Eongruenz der Geraden ( 
die Bestimmung der Entfernung gep 



Beckmann, Die geometrischen Grundgebilde etc. — 
Trier 1879. 

Punkt, Gerade und Ebene werden als „absolut einfache, 
gewissermafsen atomistische und daher aueli undefinierbare 
Grundformen oder Elemente" bezeichnet. 

Beez, Über Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie. 
- Plauen 1885. 

An die dritte Eikliiung (Euklids) scliliefst sich die De- 
ünition der Geraden, i,ls einer Linie, welche zwischen den in 
ihr bt,hndln,hen Punkten mf einerlei Art liegt. ^) Wie indes 

') D h na&h einem aweiten Punkt. 

') Man vergleiche das Zitit -ms Orunerts Archiv (t. Pfeil, Zur 
rheone det geraden Linie) 

") Zu dieser Defanition bemeitt J. Eober in „Über die Definitionen 
der gpometi 18 oh en Grundbegriffe H Z. I, p. 230; „Der Begriff „gerade" 
hat mit dem Liegen iwisohen zwei Punkten" ZHn<tchBt gar nichts xa 
thun dei Gedankengang, dei beide veiknnpft, daichläuft erst den Begriff 
der Richtung (die dann allerdings durch den zweiten Punkt bestimmt 
wird) Daher giebt diese Eiklamn^ nicht den ui''prüuglichen Begriff 
der Geraden sondern nui eine Ableitung, eine Folge desselben. (Eine 
Definition soll iber dm nrsiiiuughchen Begriff geben ) — Der Schüler, 
dtr nicht schon eine nchti^e Vorstellung der geraden Linie hat, kann 
le aus dieser Detnitioii i m meimehr erlangen " S f. R. 
23* 
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das „auf einerlei Art" (s'g i'eov) zu vorstehen sei und wie wir 
uns darüber Gewifsbeit verschaffeti köanen, flafs eine Linie 
wirklich diese Eigensebaft besitzt, wird uns freilich nicht mit- 
geteilt. Jedenfalls müfsten wir doch die Formen aller Linien, 
die in der Ebene oder im Räume mÖgHeh sind, untersuchen, 
um entscheiden zu können, ob es überhaupt eine und nur eine 
Linie giebt, der die Torgesehriebene Eigenschaft zukomnat." 

Schon Proelus habe richtig erkannt, dafs dieselbe Eigen- 
schaft auch sämtlichen Kreisen und den Schraubenlinien oder 
cylindrischen Spiralen zukomme. Aufserdem ändere sich der 
Abstand zweier Punkte innerhalb der Linie') nicht, wenn die 
Gerade ohne Dehnung gebogen ' werde. Auch die Definitionen 
des Plato „die Gerade ist eine Linie, deren Lmeres durch das 
Aufserste verdeckt wird" und des Archimedes „die Gerade ist 
die Icürzeste unter denen, die gleiche Grenzen habcu" werden 
verwoifen, die letzteie auch de&hilb, weil sie „einen neiien, 
noch nicht erkUiten Begiiff, welcher der reinen Geometrie 
odei der Gpometiie dei Lage fremd ist/' einführe. Es werden 
dmn emc Reihe dei gebiäucbhchen Definitionen der Geraden 
■vn^fftihrt, auch diejenige, die sich auf den Begriff der Richtung^) 
stützt Beez bemeikt dizu ,0b der Begriff der Richtung 

NicLt einn 1,1 ili Bewei-Jm ttel t, e d haus 1 a hb 1 

es wi nicht 1 o lekt aich den S 1 enkel e nea W nkels Is Ve b üdni ^3 
hnie zweiei funtk, zu denken A h ee ea e n / chen d r S liwoche 
dieser Definition dafs m dei I olge d e anad nclil he Fo derung ge 
stellt wilide daJa eine geiad« L e ve lang t ve len 1 ö e wa f 
jedea Kuil \on telbat \eistJndLich e 

Auf die Folgen dieser Brkil g fir I D ü t u W I 1 

nnd Panllelen wiid hingewiesen 

'; Dei Zusat? inneikalb det Linie" fügt dem Begriffe tJea Ab- 
stajides eine Bedingung aUo em neaea, fremdes Moment zur älinlich, 
wie wenn cm Punkt int einei (kiummen) Fläche aich in (fer Biohtnng 
auf einen andern Punkt hewegen soll. In beiden Fällen werden die 
reinen Giundbegiiffe der Eichtung und des Abstandea getrübt. Man uiufa 
lahei bei dem Gehiauehe dieaer hedmgten Begriffe sehr aorgfältig darauf 
■vchten, dafa aie von den Grundbegriffen wohl zu nntersclieiden sind. 

') Es finlen aich hieiiu folgende Litteraturangaben: Wundt, Logik 
I p 451 A Kiauae Eaat und Helmholtz über den Ursprung und 
die Bedeutung dei Raumana i^haunng und der geometrischen Axiome 
p, 80; Scblömilchs ZeitachriCt Bd. XIV. Litterat iii?.eit\ing p. 46. 



y Google 



— 357 — 

aber ein so klarer und präziser ist, dafs man durch ihn tleu 
Begriff Gerade deutlich erklären könne, ist mir sehr fraglich." 
Aus den angeführten Beispielen geht hervor, dafa die Begriffe 
der fortschreitenden und der drehenden Bewegung nicht ge- 
nügend auseinander gehalten werden, so dafs es nicht ver- 
wunderlich ist, wenn BecK zu dem ilesultat kommt, ,,nicht 
die Richtung definiere die Gerade, sondern umgekehrt die Ge- 
rade die llichtung." 



Donadt, Das mathematische llaumprohleu!. — Leipzig 
1881. 

„Die Konstruktion, welche zwei entgegengesetzte ILich- 
tungen von übereinstimmender Lage zusammenfafst , heifst 
Gerade." 

Nachdem dann sechs Axiome aufgestellt sind, deren drittes 
lautet: „Jede Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt oder 
zwischen zwei Punkten ist nur eine Gerade möglieh oder zwei 
Gerade können keinen Raum ein schlief sen" wird als siebentes 
hinzugefiigt : „Die zwei Punkte verbindende Gerade niifst deren 
Entfernung."^} 

Kaiser, Über einige Hauptpunkte des geometrischen 
Unterrichts. — Remscheid 1881. 

„Die gröfsten Schwierigkeiten erheben sich, sobald man 
es versucht, den Begriff der geraden Linie in eine bändige 
Definition zu fassen. Hier scheinen in der That diejenigen 
Mathematiker das Richtigste zu treffen, welche die Vorstellung 
von der Geraden für so ursprünglich und einfach halten, dafs 
sie sich in einfachere Elemente nicht zergliedern läfst." 

Kaiser kritisiert dtinn den Versuch von Duda, den dieser 
in seinem Programm, Die fundamentalen Lehrsätze von der 
Geraden etc., Brieg 1879, gemacht hat, den Begriff der Ge- 
raden mit Hülfe von ineinander liegenden Rotationskörpern 
zu erklären (die Gerade bleibt schliefslieh beim Abdrechseln 
eines Körpers übrig); er bemerkt dazu — und das gilt nicht 

') Das Axiom enthalt noch mehr, ist aber biet nur soweit zitiert, 
als OS für die Torliegende Frage von Bedeutung ist. 
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nur Ton dieSBin Vcrsueli — : „und wenn ■wirklieli die Vor- 
stellung der geraden Linie gerettet worden ist, so wav sie 
nicht nur während, sondern bereits vor der Abdrelmng in 
einer solclien Klarheit und Intensität vorbanden, dafs sie sich 
durch die Betrachtung jenes in nichts zerfliefs enden Vorgangs 
nicht wieder vernichten liefs." — Die ZurückfüLrnng des Be- 
griffs auf den Lichtstrahl wird aus guten Gründen verworfen 
und daftir als allein richtiges Erklärungaprinzjp der Begriö' 
der Richtung angegeben, von dem Kaiser sagt: „Ich halte 
denselben für so klar und fest in der Anschauung begründet, 
dafs er, ohne näher definiert zu werden, der genetischen Er- 
klärung der Geraden zu Grunde gelegt werden kann," Ebenso 
wird der mit der Geraden verbundene Begriff der kürzesten 
Entfernung als ein „ans der reinen Anschauung fliefaendes 
Axiom" bezeichnet. 

Korneck, Genetische Behandlung des planimetrischeu 
Pensums der Qoarta. — Kempen 1879. 

„Diejenigen Linien, welche ihrer Ausdehnung nach in 
jeder Lage so aufeinander gelegt werden können, dafs sie 
in eine Linie zusammenfallen, heifseu gerade Linien." „Jede 
Linie, welche die unendliche Ebene in zwei gleiche, einander 
in jeder Beziehung entsprechende Teile teilt, heifst eine gerade 
Linie oder insofern sie beliebig (unendlich) lang gedacht wird, 
kurzweg Gerade." 

Korneck bemerkt dazu: „Dafs obige Definition der Ge- 
raden, ebenso wie die entsprechende der Ebene, unanfechtbar 
ist, läfst sich durch Widerlegung dei' dagegen gemachten Ein- 
wände leicht aeigen." 

Kosack, Beiträge zu einer systematischen Entwicklung 
der Geometrie aus der Anschauung. — Nordliausen 1SÖ2. 

„Eine gerade Linie kann auf doppelte Art betrachtet 
werden. Insofern dieselbe durch zwei Punkte begrenzt ge- 
dacht wird, betrachten wir die Linie als die Entfernung 
beider Punkte und sprechen dann von der Länge der Linie. 
Sieht man dagegen von jeder Begrenzung der geraden Linie 
ab, BO gelangt man zur Vorstellung der Richtung." 
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Majer, l'roklos über die Definitionen bei Euklid.^) 
Die Übersetzung selbst kann übergangen werden, du Prokloa 
nur die üblichen Definitionen dngiebt vmd dann eine, wie mir 
scheint, nicht ganz hierlier gehniige Untersuchung über das 
Verhältnis der Geraden zu a.ndeien Linien anstellt. In seiner 
Besprechung der Definition sagt Majer: „Diese (die Erklärung 
der Euklidischen Definition) giebt Prokloa dahin ab, die Ge- 
rade sei nach Euklid die Linie, welche eine Ausdehnung habe 
gleich dem Zwischenraum zwischen den Punkten auf ihr . . . 
Wie aber in den Worten Euklids dies liegen soll, ist mir, 
wie vielen anderen, nicht klar. Sc hon in alter Zeit war ma n 
siLh dei ^tliwiPiigkeit, eine befriedigende Definitio n der G e- 
i aden z umgeben, vollkommen bewufst; daher die Menge der 
Definitionen, die sich ^ hon im Altertuüi vorfindet, sowie die 
verschieden en Versui,he den Worten des Meisters einen befrie- 
digenden bmn unterzulegen. Aber schon Savilius lectiones 
tie'idecim, & 77 sagt Haue definitionem mihi liceat bona cum 
venia omnium inteipretum tarn veter um quam recentiorum 
non mtölligeie, ■^emer Ansieht sind auch Oamerer, Pflei- 
deier und Haabei (Cf. hierüber Thienemann, Geometr. 
Abhandlung ubei Erklärungen etc. Göttingen l,8ö2.)"^) 

Es heifst dann, Borellius (Euclid. rest. p. 4) habe recht, 
daCa man nicht wisse, was der Abstand zweier Punkte sei, 
denn derBegrifE des Äbstandes zweier Punkte setze den Begriff 
der geraden Linie voraus,') Die bekannte Dreh ungs- Erklärung 
habe Thienemann nach Saccheriua gegeben. Die bekannte 
Platonische Erklärung wird als gute Veranschaulich uug 
gelobt. 

H. Müller, Über den ersten plunimetrischen Unterricht. 
~ Berlin 1889. 

Es wird von der Drehung um einen Punkt ausgegangen, 



') Mail vergleiche: Fi'iedlein, Untevsucliuiig der so genau titec De- 
finitionen Hetos, in H. Z, II p. 181 und das Zitat aus Bock. 

^) Man vergleiche das Zitat aus Pfleiderer. 

'') Ich habi die entgegengesetzte Änsiolit. Auch glaube ich, daf« 
mau recht gut weils, waa der Abstiind zweier Ptuilile sei. 
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dai\Li diejenige betraclitüt, bei der zwei Puukie fcstg;eh alten 
werden. Dabei behalten noch unzählig viele andere Funkte 
ilire Lage unverändert bei ; dieselben folgen ohne Unter- 
brechung aufeinander und bilden zusammen eine Linie. ^) „Ein 
Punkt P, der von einem der festen Punkte anfangend diese 
Linie beschreiben würde, müfste alle ihre Punkte durchlaufen, 
und zwar jeden nur ein einzigesmal. Den Inbegriff aüer dieser 
Punkte nennen wir gerade Linie oder Gerade (Drehungsaxe)." 
Müller sagt; „Anschauung und Begriff der geraden Linie 
sind hiermit entwickelt und ihre ersten Eigenschaften abge- 
leitet, ohne dafs zu ihrer ErklUrung Grundsätze zu Hülfe ge- 
nommen werdeu mufsten,"^) Richtung und Abstand werden 
dann noch in einigen folgenden Erläuterungen beiläufig erwälmi. 



Püistey, «eometrie der Ebene. — Würzburg 1878. 

„Eine Liuie, welche zwischen jeden beliebigen zwei in 
liegenden Funkten eine einzige mögliche Lage hat, heilst | 
rade Liuie." 



VVernicke, Die Grundlage der Eukiidischen Geometrie. 

„Axiom 1. In unserem Räume existiert eine Linie, welche 
mit jeder ihrer liopien hochetena einen Punkt gemein hat, 
falls sie nicht ganz mit derselben zusammenfällt: Diese Linie 
wird Gerade genannt." 

Sie ist ein Elcmontargebilde. 

Durch eine eingehende Untersuclumg von iüni' über eine 



') Die stetige Folge du runkte, du ihie Lage unvörinJtit beibe 
iialten, let doc.li nicht ^UB dem Begiiff der Diehung eiaichtlich üeiade 
difse Stelle ist lecLt geeignet, daraui hin^uwenou, dah dei Begnff der 
festen Linie, um die die Diehung eifolgt, vor dpin BegiifF dei Drehung 
da ibt, d h ehen daiaus eikannt wiid, ilah duich ^wei i'nnkte eine Ge 
lade bestimmt ist 

') Min vergleiche die vorige AnmeiLung lat ea denn kein Grund 
kiitz in der obigen Eiklkruug, dafa unzählig viele lunkto fest bleiben? 
und i&t es kein Giiindsali, dafi dinao un/lhlig vilIlh Punkte stetig aui 
MT Inder folotn? Alsi inei drundaatie aut Linniil 
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mögliche Eleraentarlinio aufgestellten Sätzen koiuiut iiiaii /.u 
dem Axiom: „Alle etwa existierenden Elementarlinien n'md 
Kopien voneinander." 

„Über dieses 'etwa,' kommt man nicht hinaus, falls man 
nicht durch ein Axiom die Existenz des Gebildes feststellt. 
Das Axiom I., welches unter dem Namen 'Gerade' die Ele- 
mentavlinie einführt, ist nicht mehr und nicht weniger als der 
Ausdruck unserer Überzeugung von dem Vorhandensein einer 
solchen Elementarlinie."') 

Hiermit seien die Betrachtungen über die Gerade ähga- 
schlossen. 



Die fünf Kapitel des vorliegenden Bandes liabun sich mit 
der Behandlung der geometrischen Grundlagen beschäftigt. 
Verfas.ser hofft, zur Klarlegung derselben teils durch die kri- 
tische Übersicht Über das vorhandene Material, teils durch 
seine eigenen Untersuchungen einen brauchbaren Beitrag ge- 
liefert zu haben und übergiebt sein Buch der nachsichtigen 
Beurteilung der mathematischen Lehrerwelt mit dem Bewufst- 
sein, überall Vollständigkeit wenigstens angestrebt zu haben. 
Inwieweit der Gedanke, eine derartige kritische Zusammen- 
stellung der Litteratur zu geben, Berechtigung habe, darüber 
wird der Erfolg zu entscheiden haben; jedenfalls halte ich es 
nicht für überflüssig, auch hier noch einmal darauf hinzu- 
weisen, dafs die Zitate gerade bei den Grundbegriffen beson- 
ders zahlreich und ausführlich gegeben werden mufsten. Selbst- 
verständlich wird bei anderen Fragen z. B, bei der Behand- 
lung der Kongruenz sich das Zitatenbeiwerk auf ein Minimum 
beschränken können. 



') Daau bemerkt Wo k 
Bolyai, dafs es sich niclt 1 

grifPe scharf ku bestimmen d 
KU beweisen. (Vergl. F h t 
legenheit sclion habe ich d 'ixf h 
a cht ga: oh e bedeutnng t — 
bt mn ea m ^le chem S nn ai f h 
ol) es in Wi khchkeit dera t g G b 
lagen k> ne u n hiioH et 1 



ht D C md 
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Dur zweite Band wird im allgümeiner] foigeuileii Inhalt 
habem 1. Richtung und Abstand; Lage von Punkten, Geraden 
und Kreisen in ihren gegenseitigen Beziehungen. — Mafsbe- 
ziehungen, — II. Parallelenasiom. — III, Winkel. — IV. Geo- 
metrische Hülfsbegriffe, als da sind z. B. Kongruenz; Be- 
wegung; Dimension; Begriff; Definition; Beweis; Erklärung; 
Forderung; Lehrsatz; Grundsatz; Gestalt; Grofse; Lage; Pigur; 
Geometrischer Ort; Symmetrie; Beweis etc. — V. Methode. 
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